Kansainvaliset matematiikkaolympialaiset 2008

Tehtavat ja ratkaisuhahmotelmat

1. Teravakulmaisen kolmion ABC korkeusjanojen leikkauspiste on H. Pisteen H kautta
kulkeva ympyra, jonka keskipiste on sivun BC' keskipiste, leikkaa suoran BC' pisteissa
A; ja As. Vastaavasti pisteen H kautta kulkeva ympyra, jonka keskipiste on sivun C'A
keskipiste, leikkaa suoran C'A pisteissa B; ja Bs, ja pisteen H kautta kulkeva ympyra,
jonka keskipiste on sivun AB keskipiste, leikkaa suoran AB pisteissd (' ja Cy. Osoita,
etta pisteet A1, As, By, Bs, C7 ja C5 ovat samalla ympyralla.

Ratkaisu. Olkoon Ay sivun BC' keskipiste ja By si-
vun AC keskipiste. Ainoa piste, joka voi olla tehtéa-
véssd vaaditun ympyran keskipiste, on janojen Aj Ao,
B1Bs ja C1C5 keskinormaalien leikkauspiste. Sano-
tut keskinormaalit ovat myos kolmion sivujen keski-
normaaleja, ja ne leikkaavat kolmion ympari piirretyn
ympyran keskipisteessi O. Olkoon kolmion ABC' ym-
pari piirretyn ympyréan side R. Koska AgH = ApAi,
Pythagoraan lauseesta saadaan

OA2 = OA2 + AgA2 = OA2+ AgH?. (1)

Olkoot K ja L janojen AH ja CH keskipisteet. Kolmioista BCH ja CAH saadaan
AoL||BH ja BoL||AH. Koska BHL1AC ja OByLlAC, niin AoL||OBy. Vastaavasti
BoL||OAy. Nelikulmio AgLByO on siis suunnikas, joten OAy = BoL = KH. Koska
KH|OAy, HA)OK on suunnikas. Samoin K AjOA on suunnikas. Siis AgK = OA = R.
Sovelletaan suunnikaslausetta suunnikkaaseen H AjO K ; saadaan

2(0A2 + AgH?) = OH? + AgK? = OH? + R?. (2)

1
Yhtéloistd (1) ja (2) saadaan heti OA? = §(OH2 + R?). Tiedetiin, etti OA; = OAs.

Toisaalta sama lasku antaa saman arvon suureille OB% ja 0012 ja OBy = OBy, OC, =
OCs5. Kysytyt pisteet ovat siis kaikki samalla O-keskiselld ympyralla.

2. (a) Todista, ettd

2 2 2
X ya
y > 1
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kaikille reaaliluvuille x, y ja z, jotka ovat eri suuria kuin 1 ja joille patee zyz = 1.

(b) Osoita, ettd ddrettéméan monella rationaalilukukolmikolla x, y, z, missd kaikki luvut
ovat eri suuria kuin 1 ja zyz = 1, edellisessa epayhtalossa vallitsee yhtasuuruus.



Ratkaisu. (a) Tehddan muuttujanvaihto

eli

xr =

a—1 YT -1 c— 1

On siis todistettava, ettid a? +b% +¢2 > 1, kun abc = (a — 1)(b—1)(c— 1), kun a, b, ¢ # 1.
Mutta viimeinen yhtéalo on yhtapitava yhtaldiden

a+b+c—1=ab+ bc+ ca,
2a+b4+c—1)=(a+b+c)*—(a®> +b*+2),
> +b*+c?—2=(a+b+c)*—2(a+b+c),
>+ +cE—1=(a+b+c—12>0.
Vaite on siis tosi.

(b) Edellisen yhtéloketjun viimeinen yhtalo osoittaa, ettéd alkuperéisessa yhtalossa vallitsee
yhtisuuruus jos ja vain jos a®> + > +c? =a+b+c=1. Koska a®> +b% +c? = (a+b+
c)? — 2(ab + bc + ca), yhtisuuruuden ehto on yhtéldiden a + b +c¢ = 1 ja ab + bc + ca =
0 yhtaaikainen voimassaolo, seké a, b, ¢ # 1. Kun yhtéaloistd eliminoidaan ¢, saadaan
a® + ab + b?> = a + b. Tulkitaan timi b:n toisen asteen yhtiloksi. Yhtilon diskriminantti
on D = (a—1)? —4a(a —1) = (1 —a)(1 + 3a). Saamme rationaalisia ratkaisuja, jos
valitsemme a:n niin, etta 1 —a ja 14 3a ovat rationaaliluvun nelicita; talloin diskriminantti

k
ja b ovat my0s rationaalisia ja samoin ¢ = 1 — a — b. Asetetaan a = —, missi k ja m ovat
m
kokonaislukuja. Jos m = k? — k + 1, niin m — k = (k — 1)? ja m + 3k = (k + 1)%. Téllsin
k2 —1)2 . 1 _ 1—-k .
D = %Jab:%(m—kﬂ:(lg—l))mc: - Kun k # 1, niin a, b, ¢ # 1.
Kun k kay lapi luonnolliset luvut > 1, saadaan talld tavoin aarettoman monta yhtalon
a?+b? +c? = 1 toteuttavaa rationaalilukukolmikkoa (a, b, ) ja samoin direttéméin monta
tehtavéin yhtdlon toteuttavaa rationaalilukukolmikkoa (z, y, z).

3. Osoita, ettd on olemassa aarettoméan monta sellaista positiivista kokonaislukua n, jolle
luvulla n? + 1 on lukua 2n + v/2n suurempi alkutekiji.

Ratkaisu. Tarkastellaan kokonaislukua k& > 20. Olkoon p jokin luvun (k!)? + 1 alkutekija.
Silloin p > 20 ja luvuilla p ja k! ei ole yhteisia tekijoita. Olkoon x = k! mod p ja 0 < z < p.
Jos p/2 > x, niin p —x < p/2 ja p—x = —k! mod p. Joka tapauksessa on olemassa n,
0 < n < p/2 niin, ettd n?> = (k!)2 = —1 mod p. p on siis luvun n? + 1 tekiji. Tasti
seuraa edelleen (p — 2n)? = p? — 4pn + 4n? = 4n? = —4 mod p. Siis (p —2n)? > p—4
elip>2n+p—4>2n++2n, jos p > 20, silld talldin p—4 > 2n+ /p — 4 — 4 > 2n.
On viela osoitettava, ettd ehdon tayttavia lukuja n on addrettoman monta. Olkoon n ja
p edelld tuotetut luvut. Olkoon ¢ jokin luvun (p?)! + 1 alkutekiji. Samoin kuin edells
16ydetédn n’, n’ < /2, niin ettd g on n'2 +1:n tekiji ja ¢ > 2n’ ++/2n/. Toisaalta n/? +1 >
g > p?> > 4n? > n? + 1, joten n’ > n. Jokaista ehdon tiyttivii kokonaislukua kohden
loytyy siis suurempi ehdon tayttava kokonaisluku, joten ehdon tayttavid kokonaislukuja
on aarettoman monta.
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4. Maaritad kaikki funktiot f : (0, c0) — (0, c0) (f on siis positiivisten reaalilukujen
joukossa mééritelty funktio, jonka arvot ovat positiivisia reaalilukuja), joille pétee

(f(w)* + (J(@)* _ w+a?
)+ e

kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla w, z, y ja z, jotka toteuttavat ehdon wx = yz.

Ratkaisu. Olkoon f jokin ehdon toteuttava funktio. Asettamalla w =z =y =2 =1

saadaan
20(1° _
2f(1)

josta seuraa f(1) = 1. Olkoon sitten w > 0, x = 1, y = z = y/w. Nyt

fw)y*+1  w?+1
2f(w) 2w

Yhtalo sievenee muotoon
(wf(w) = 1)(f(w) —w) =0.
Siis joko f(w) = w tai f(w) = % On ilmeistéd, ettd funktiot f(z) = z ja f(x) = %

(kaikilla > 0) toteuttavat yhtdlon. Osoitetaan, ettd muita yhtélon toteuttavia funktioita
ei ole. Tehdaan vastaoletus, jonka mukaan tallainen funktio f olisi olemassa. Silloin olisi

1
olemassa positiiviset luvut a ja b, a, b # 1, niin ettd f(a) = — ja f(b) = b. Asetetaan
a
w=a,x=D>b, y=z=+ab. Saadaan
1 2
? + b B CL2 + b2
2f(ab) ~  2ab
eli (a2 2)
ab(a™* +b

2

1
Mutta f(ab) on joko ab tai —. Edellisessi tapauksessa on oltava a=2 = a? eli a = 1.

a
Jélkimméisessi tapauksessa a?b?(a=2 + b?) = a? + b?, josta seuraa b = 1. Kumpikin
vaihtoehto johti ristiriitaan, joten vastaoletus on vaara.

5. Olkoot n ja k, k > n, positiivisia kokonaislukuja, ja olkoon k& — n parillinen. Olkoon
annettuna 2n lamppua, jotka on varustettu numeroin 1, 2, ..., 2n ja joista jokainen voi
palaa tai olla pimednd. Aluksi kaikki lamput ovat pimeina. Tarkastellaan askelista koos-
tuvia jonoja. Jokaisella askeleella jonkin lampun tila vaihdetaan péinvastaiseksi (lamppu
sytytetdén tai sammutetaan).

Olkoon N kaikkien sellaisten k:sta askeleesta muodostuvien jonojen lukumaéaéré, jotka joh-
tavat tilaan, jossa lamput 1, ..., n palavat ja lamput n 4+ 1, ..., 2n ovat pimeina.
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Olkoon M kaikkien sellaisten k:sta askeleesta muodostuvien jonojen lukumaara, jotka joh-
tavat tilaan, jossa lamput 1, ..., n palavat ja lamput n + 1, ..., 2n ovat pimeina, mutta
lamppuja n + 1, ..., 2n ei ole kertaakaan sytytetty.

Maéarita suhde N/M.

Ratkaisu. Sanomme, etta jono, jolla padstaan alkutilasta tehtavan lopputilaan, on sallittu
jono, ja sallittu jono, jolla padstaan lopputilaan niin, ettd minkdan lampun n+1, ..., 2n
tilaa ei muuteta, on rajoitettu jono. Rajoitettuja jonoja on olemassa, koska on mahdollista
sytyttaa kukin lampuista 1, ..., n ja sen jalkeen sytyttaa ja ssammuttaa lamppua 1 %(k—n)
kertaa. Tarkastellaan nyt mielivaltaista rajoitettua jonoa X ja mielivaltaista lamppua p,
1 < p < n. Oletetaan, ettd jonossa taman lampun tilaa on muutettu k, kertaa; k, on
pariton. Valitaan mielivaltainen parillinen maara jonon sellaisia askelia, joissa lampun p
tilaa vaihdetaan ja korvataan jokainen askeleella, jossa lampun n + p tilaa vaihdetaan. Ta-
ten saadaan 2F»~1 jonoa, joiden askeleet yhtyvit jonon X askeliin muuten kuin valittujen
pn tilaa muuttavien askelten kohdalla. (kj-alkioisella joukolla on 2kp—1 parillisalkioista
osajoukkoa.) Samalla tavalla voidaan jokaiseen lamppuun 1, ..., n liittyvat tilanvaihdot
siirtaa lampun n + 1, ...2n tilanvaihdoiksi. Rajoitettuun jonoon X liittyy talla tavoin
ok1—1 . gka—=1 .. 9kn=1 — 9k—n orilajsta sallittua jonoa.

Osoitetaan kadntaen, etta jokainen sallittu jono Y saadaan rajoitetusta jonosta kuvatulla
tavalla: korvataan jokainen lampun ¢ > n tilan muuttava Y:n askel lampun g — n tilan
muuttavalla askeleella. Nain saadaan eras rajoitettu jono X. Koska jonossa Y lamppujen
q > n tilaa on muutettu parillinen maara kertoja, jonon Y ja jonon X lopputilat ovat
samat. Selvasti Y saadaan X:sta edelld kuvatulla menetelmélla. Jokaista rajoitettua jonoa
kohden on siis tasan 2°~" samaan lopputilaan johtavaa sallittua jonoa. Siis N/M = 2F=n,

6. Kuperassa nelikulmiossa ABCD on BA # BC. Kolmioiden ABC ja ADC' sisdan
piirretyt ympyrat ovat wi ja ws. Oletetaan, ettd on olemassa ympyra w, joka sivuaa
puolisuoraa B A eri puolella A:ta kuin B ja puolisuoraa BC eri puolella C:ta kuin B ja joka
myos sivuaa suoria AD ja C'D. Osoita, ettd ympyroiden w; ja wo yhteisten ulkopuolisten
tangenttien leikkauspiste on ympyralla w.

Ratkaisu. Vaitteen todistamiseksi riittaa
osoittaa, ettd ympyroiden w; ja wo vilisen
homotetiakuvauksen homotetiakeskus on ym-
pyralla w. Osoitetaan ensin, ettd ympyrian w
olemassa olo asettaa rajoituksen nelikulmion
ABC'D muodolle. Olkoot ympyrén w ja suo-
rien BA, BC, CD ja AD sivuamispisteet K.
L, M ja N. Nyt AB+ AD = (BK — AK) +
(AN—DN)=BL—AN+AN—-DM = BL—
(CM—-CD)=BL-CL+CD=BC+CD.
Olkoon nyt P ympyran w; ja sivun AC' yhteinen piste; olkoon R ympyrin w; P:n kautta
piirretyn halkaisijan toinen péaatepiste ja Q BR:n ja AC:n leikkauspiste. Olkoot vield U ja
V' R:n kautta piirretyn wy:n tangentin ja suorien BA ja BC leikkauspisteet. B-keskinen




homotetia, joka kuvaa UV:n janaksi AC, kuvaa ympyrin w;, joka on kolmion BUV si-
vuun UV liittyva sivuympyré, kolmion BAC sivuun AC' liittyvaksi sivuympyraksi. @
on nain ollen viimemainitun sivuympyran ja sivun AC yhteinen piste. On helppo nédhda
(ja tunnettua), ettd kolmion XY Z siséén piirretyn ympyrén sivuamispisteen etéisyys kol-

mion karjestd X on sama kuin sivuun XY liittyvan sivuympyran sivuamispisteen etéisyys
karjesta Y. Néin ollen AP = CQ.

Kolmion sisaan piirretyn ympyran sivuamispisteen ja kolmion karjen etaisyys on lasket-

1

i(AB +

AC — BC). Vastaavasti kolmion ADC' siséén piirretyn ympyréin ja sivun AC' yhteiselle
1

pisteelle Q' saadaan CQ’ = §<AC + CD — AD). Koska edelld sanotun mukaan tehtévin

nelikulmiolle patee AB — BC' = CD — AD, on CQ' = AP = CQ. @ on siis ympyrian wo
ja suoran AC yhteinen piste. Vastaavalla tavalla ndhdéan, ettd ympyran wsy pisteeseen @)
piirretyn halkaisijan toinen paatepiste S, D ja P ovat samalla suoralla.

tavissa tunnetun (ja helposti johdettavan) kaavan avulla. Sen mukaan AP =

Olkoon sitten 7' ympyrén w AC:n suuntaisen tangentin sivuamispiste (tarkemmin sanoen

se niisté, joka on ldhempéné suoraa AC'). Homotetia, jonka keskus on B ja homotetiasuhde

BT
PR kuvaa ympyran wy ympyraksi w. B, R, ) ja T ovat siis samalla suoralla. Vastaavasti

T
homotetia, jonka keskus on D ja homotetiasuhde ——— kuvaa ympyran ws ympyraksi w.

P, S, D ja T ovat siis samalla suoralla. Mutta koska ympyréiden w; ja wo halkaisijat PR
ja SQ ovat yhdensuuntaiset, ne kuvautuvat toisilleen 7T-keskisessd homotetiassa. Téasta
seuraa, etta itse ympyrat wi ja ws kuvautuvat toisilleen tassa homotetiassa. Mutta talloin
T':n on oltava ympyroiden yhteisten ulkopuolisten tangenttien leikkauspiste, ja todistus on
valmis.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


