Keskiviikko, 15. heindkuuta 2009

1. tehtava. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot aq, ..., ar (kK > 2) joukon
{1, ..., n} eri lukuja niin, ettd a;(a;+1 — 1) on jaollinen n:lla, kun ¢ = 1, ..., k — 1.

Osoita, ettd ax(a; — 1) ei ole jaollinen n:lla.

2. tehtava. Olkoon ABC kolmio ja O sen ympéri piirretyn ympyran keskipiste. Piste P
on sivun C'A sisdpiste ja piste @) sivun AB sisapiste. Pisteet K, L ja M ovat janojen BP,
CQ ja PQ keskipisteet, tassa jarjestyksessa, ja I on pisteiden K, L ja M kautta kulkeva
ympyra. Oletetaan, ettd suora PQ on ympyran I' tangentti. Osoita, ettda OP = OQ).

3. tehtava. Oletetaan, etta si, so, s3, ... on aidosti kasvava positiivisten kokonaislukujen
jono ja ettd molemmat osajonot

8817 8827 8537 e ja’ 851—|—1; 852+1; 853+17 e
ovat aritmeettisia jonoja. Osoita, ettd my0os jono si, S9, Sz, ... on aritmeettinen jono.
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4. tehtava. Olkoon ABC kolmio, jossa AB = AC. Kulmien C'AB ja ABC puolittajat
leikkaavat sivut BC' ja C'A pisteissa D ja F/, tassa jarjestyksessa. Olkoon K kolmion ADC
sisadn piirretyn ympyran keskipiste. Oletetaan, ettda /BEK = 45°. Maarita ZCAB:n
kaikki mahdolliset arvot.

5. tehtava. Maarita kaikki sellaiset positiivisten kokonaislukujen joukossa maéritellyt
funktiot f, joiden arvot ovat positiivisia kokonaislukuja ja joilla on seuraava ominaisuus:
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla a ja b on olemassa (ei-surkastunut) kolmio, jonka
sivujen pituudet ovat

a, [f(b) Jja f(b+f(a)—1).

6. tehtava. Olkoot aq, ao, ..., a, keskendén eri suuria positiivisia kokonaislukuja ja
olkoon M joukko, jonka alkiot ovat n — 1 positiivista kokonaislukua, joista mikéaan ei ole
s =ai +as+ -+ a,. Heindsirkka hyppelee reaaliakselilla. Se lahtee origosta ja tekee
n hyppyé oikealle. Hyppyjen pituudet ovat aq, as, ..., a, jossain jarjestyksessa. Osoita,
etta heinasirkka voi jarjestaa hyppynsa niin, ettei se milloinkaan osu pisteeseen, jonka
koordinaatti on joukossa M.
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