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Tehtavien ratkaisuja
1. Tehtavan oletuksen perusteella
a;a;+1 = a; mod n,
kuni=1,2, ..., k—1. Siis
a1 Ap_ 10 = Q1+ Ap_1 = -+ - = a1 mod n.
Tehdaan vastaoletus ara; = ar mod n. Silloin
a1 =a1- - Qp_10r = QG171 Qh—1 = ARA1 - Ap—o = -+ - = ara1; = ar mod n.

Mutta aq, ax € {1, 2, ..., n}, joten on oltava a; = aj. Oletuksen mukaan a; ja aj ovat
eri lukuja. Vastaoletus johti ristiriitaan, joten se on vaara.

2. Koska M ja L ovat kolmion C'QP sivujen keski-
pisteet, ML||PC. Siis ZLMP = ZMPA. Koska
QP on ympyran I' tangentti, /LMP = /MKL.
Siis /MKL = ZQPA. Vastaavasti osoitetaan, etta
/MLK = ZAQP. Kolmiot AQP ja M LK ovat siis
yhdenmuotoiset. Siis

AP MK QB
AQ ML  PC’

Mutta tdméa merkitsee, etta AP - PC = AQ - QB. Pis-
teiden P ja @ potenssit kolmion ABC' ympéri piirre-
tyn ympyran suhteen on siis samat. Molemmat pisteet
ovat nain ollen samalla etaisyydella ympyran keskipis-
teesta O.

3. Olkoon aritmeettisen jonon (ss, ) perdkkéisten termien erotus D. Merkitdan d,, =
Sn+1 — Sn. Osoitetaan, etta d,, on vakio. Osoitetaan ensin, ettd luvut d,, ovat rajoitettuja.
Koska (s,) on kasvava kokonaislukujono, d,, > 1 kaikilla n. Siis

dn = Sn+1 — Sn < dsn + dsn—l—l +- dsn_H—l = Ss,41 — Ss, — D.

n

Siité, ettd jono (d,) on rajoitettu, seuraa, ettd on olemassa

m=min{d, |n=1,2,...}, M=max{d,|n=12,...}.



Vaite tulee todistetuksi, jos osoitetaan, ettd m = M. Tehdaan vastaoletus m < M. Jollain
nonm=d, = Sp4+1 — Sp. Nyt
D = Sspi1 = Ssp = Ssp+m T Ss, = ds, +ds, 41+ +ds,ym-1 < nM, (1)

koska summassa on m termié ja niistd jokainen on < M. Jollain n’ on d,, = M. Samoin
kuin edella saadaan

D= Ssn/-i-M - SSn/ - dsn’ + dsn/-i-l i dSn/—FM—l Z Mm. (2)
Siis D = mM ja jos d,, = m, niin ds, = ds,, 11 = -+ = ds,.,—1 = M ja vastaavasti jos
dn = M, niin d,, = ds,41 = -+ = ds,.,—1 = m. Kaikille n pétee s, > s; + (n — 1) > n.

Jos d,, = m, on oltava s,, > n. Jos nimittain olisi s, = n, olisi m = d,, = d;, = M,
mika olisi ristiriidassa oletuksen m < M kanssa. Samoin, jos d,, = M, niin ds;, = m ja

$n > n. On siis olemassa aidosti kasvava jono ni, ng, ..., jolle ds, = M, ds, = m,
ds,, = M, ds,, = m jne. Mutta jono ds,, ds,, ... on aritmeettisten jonojen s, 11, Ss,, - ..
ja 85,41, Ssy+1, - .. termien erotusjono ja siis myos aritmeettinen jono. Silla voi olla ei-

kasvava ja ei-vaheneva osajono vain, jos se on vakiojono. Ei siis voi olla m < M, ja
todistus on valmis.

4. Olkoon I kolmion ABC sisddn piirretyn ympy-
ran keskipiste. Koska kolmio ABC on tasakylkinen,
AD1BC. Siis ZIDK = 45°. Olkoon G pisteen
E peilikuva peilauksessa yli suoran C'I. Koska CT
on kulman BCA puolittaja, G on puolisuoralla C'B.
Jos G = D, jana EI on peilautunut janaksi DI, jo-
ten ZIEC = 90°. Mutta silloin kolmion ABC B:sté
piirretyt korkeusjana ja kulmanpuolittaja yhtyvat, ja
BC = BA. Kolmio on tasasivuinen ja Z/BAC = 60°. 5 DG c
Oletetaan sitten, ettd G # D ja ettd G on D:n ja C'n

valissa. Nyt ZIGK = ZIFK = /BEK. Jos Z/ZBEK

= 45° niin /IGK = ZIDK. Pisteet I, D, G ja K ovat samalla ympyralld. Talloin
ZEIK = /GIK = Z/GDK = 45°, /BIC = 180° — ZEIK = 135°, 2- ZBCI = 45°,
2. /BCA = 90° ja ZBAC = 90°. Jos G olisi B:n ja D:n valissd, olisi samoin
/EIK = /GIK = 180° — ZGDK = 180° — 135° = 45°, ja saataisiin ZBAC = 90°.
(Voidaan kuitenkin helposti osoittaa, ettd G ei voi olla janalla BD.) Kulman ZBAC ai-
noat mahdolliset arvot ovat siis 60° ja 90°. On vield varmimstettava, etta nailla arvoilla
todellakin /ZBEK = 45°. Olkoon ZBAC = 60°. Silloin BELAC ja peilaus yli IC':n
kuvaa D:n E:lle. Koska ZIDK = 45°, on ZIEK = 45°. Olkoon ZBAC = 90°. Silloin
/AIE = /BID = /BEA = 90° — 225° ja /ZEIK = 180° — 2 - /BID = 45°. Kol-
mio AIFE on tasakylkinen, joten peilauksessa yli AK:n I ja E vastaavat toisiaan. Siis
ZIEK = ZFEIK = 45°.

5. Osoitetaan, etté tehtdvén ainoa ratkaisu on funktio f(x) = x. Varmistutaan ensin, etta
tdmé funktio kelpaa. Olkoon siis f(x) = z ja olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja.



Kolmion sivujen pituuksiksi ovat tarjolla a, b ja ¢ = a+ b — 1. Nyt ¢ < a + b, mutta
c>a>1jac>b>1. Siloin ¢ > |a — b|, joten kolmio, jonka sivut ovat a, b ja ¢ on
olemassa.

Osoitetaan sitten, ettd f(x) = = on ainoa ratkaisu. Té&hén pa#stddn soveltamalla tois-
tuvasti kolmioepayhtéloa, jonka mukaan kolmion kahden sivun pituuksien summa on ai-
dosti suurempi kuin kolmas sivu. Osoitetaan ensin epdsuorasti, ettd f(1) = 1. Jos olisi
f(1) = 14m > 1, muodostaisi kaikilla a kolmikko 1, f(a), f(a+m) kolmion sivujen pituu-
det. Silloin olisi f(a)—1 < f(a+f(1)—1) < f(a)+1. Koska f:n arvot ovat kokonaislukuja,
on valttamétta f(a+ f(1) — 1) = f(a) kaikilla a. Jos olisi f(1) —1=m > 0, f voisi saada
enintdan m eri arvoa f(1), f(2), ..., f(m), ja jokin niista olisi suurin; olkoon tdmé suurin
M. Mutta silloin ei olisi kolmiota, jonka sivut olisivat 2M, f(b) ja f(b+ f(2M)—1). Onkin
oltavam =0 eli f(1) = 1.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd f on niin sanottu involuutio eli ettd f(f(a)) = a kaikilla
a. T&méi seuraa siitd, ettd a, 1 = f(1) ja f(1 + f(a) — 1) = f(f(a)) ovat kolmion si-
vut. Involuutiokuvaukset ovat niin sanottuja injektioita: ne saavat eri pisteissa eri arvot.
Jos nimittain f(a) = f(b), niin a = f(f(a)) = f(f(b)) = b. Kéytretdan hyviksi tata
ominaisuutta.

Koska f on injektio, f(2) # 1, joten f(2) = 1+ ¢, missd ¢ > 1. Jos b on mielivaltainen
positiivinen kokonaisluku, niin 2, f(b) ja f(b+ f(2) — 1) = f(b+ ¢) ovat kolmion sivut,
joten f(b)—2 < f(b+c) < f(b)+2tal f(b)—1 < f(b+c) < f(b)+1. Koska f(b+c) # f(b),
niin f(b+c¢) = f(b) £ 1. Koska f(1+¢) = f(f(2) =2, f(1+2c)=f(1l4+c)E1=2+1.
Injektiivisyyden vuoksi ei voi olla f(1 + 2¢) = 1. Siis f(1 + 2¢) = 3. Induktiolla ndhd&én
helposti, ettd f(1 + kc) = k + 1 kaikilla luonnollisilla luvuilla k. Jos olisi ¢ > 1, olisi
fle) = f(1 + ke) jollain luonnollisella luvulla k. Tdm& on mahdotonta, joten on oltava
c = 1. Téasté seuraa, ettd f(1+ k) =1 + k kaikilla & > 0.

6. Olkoon heinésirkan hyppyjéarjestys (i1, io, ..., i,), jos sen perdkkéisten hyppyjen pi-
tuudet ovat a;,, a;,, ..., a;,. Todistetaan vaite induktiolla. Véite on ilmeisen tosi, kun
n = 1. Olkoon n > 1 ja olkoon viite tosi kaikilla n:44 pienemmilld kokonaisluvuilla.
Voidaan olettaa, ettd annetut luvut toteuttavat ehdon a1 < as < -+ < a,. Olkoon
d = min M. Tarkastellan tilannetta sen mukaan, onko d < a,, vai d > a,,. Oletetaan ensin,
etta d < a,. Induktio-oletuksen mukaan heinésirkka pystyy hyppimaan n — 1:11a hypylla
pisteesta a,, pisteeseen s. Kun sarjaan liitetadn hyppy origosta a,:aan, saadaan vaadittu
hyppysarja. Olkoon sitten a,, = d. Tarkastellaan n:a4a joukkoa, joista jokaisella kahdella
on epatyhja leikkaus: {a,}, {a1, a1 + an}, {a2, az + an}, ..., {an-1, an—1 + a,}. Koska
M:ssa on n — 1 alkiota, ainakin yksi joukoista ei sisalla yhtdan M:n alkiota. Olkoon se
{a;, a; + a,}. Joukossa M N [a; 4+ a,, s] on enintddn n — 3 alkiota, koska d, a,, < a; + ay.
Induktio-oletuksen perusteella heinésirkka voi hypelld pisteestd a; + a, (joka ei kuulu
joukkoon M) pisteeseen s kéyttden kaikkia muita hypyn pituuksia kuin a; ja a,. Jos
nyt ensimmaéainen hyppy on a; ja toinen a, ja sitten tehdddn mainitut n — 3 hyppya,
saadan vaadittu sarja. Oletetaan sitten, ettd d > a,. Olkoon M’ = M \ {d}. Induktio-
oletuksen perusteella heinésirkka voi hyppia pisteesté a,, pisteeseen s kdymaéatta joukon M’
pisteissd. Olkoon hyppyjarjestys (i1, ..., ip,—1). Jos tAmé reitti ei kdy pisteesséd d (t&lloin
on d > ay), niin (n, i1, ..., i,—1) on kelvollinen hyppyjarjestys. Muussa tapauksessa voi-
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daan olettaa, ettd heindsirkka osuu d:hen hypyllé i;. Nyt (i1, 42, ..., ©5, 7, 41, -+, in—1)
on myos hyppyjarjestys, joka valttaa muut M:m pisteet kuin d:n. Koska a;11 < ay, jarjes-
tys (i1, @2, ..., 45, 4541, M, ..., ip—1) VAlttd4 myds d:n. Todistus on valmis.
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