Keskivitkko, 7. heindkuuta 2010

Tehtava 1. Maarita kaikki funktiot f: R — R, joille yhtalo

f(lz)y) = f(=) | f(y)]

pétee kaikilla z, y € R. (|z] tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka on < z.)

Tehtava 2.  Olkoon [ kolmion ABC' sisaén piirretyn ympyréan keskipiste ja olkoon I' ABC':n ympéri
piirretty ympyréd. Suora Al leikkaa I':n my0s pisteessd D. Olkoon E kaaren BDC' piste ja F' sivun
BC piste siten, etta

/BAF = /CAFE < ;ABAC.
Olkoon vield G janan I F' keskipiste. Todista, ettd suorat DG ja ET leikkaavat ympyréan ' pisteessa.
Tehtava 3. Olkoon N positiivisten kokonaislukujen joukko. Maarita kaikki funktiot g: N — N,
joille
(g(m) + n) (m + g(n))

on nelioluku kaikilla m, n € N.
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Torstai, 8. heindakuuta 2010

Tehtava 4. Olkoon P kolmion ABC sisdosan piste. Suorat AP, BP ja CP leikkaavat kolmion
ABC ympari piirretyn ympyréan I' myos pisteissd K, L ja M, téssa jérjestyksessd. Pisteeseen C
piirretty I''n tangentti leikkaa suoran AB pisteessid S. Oletetaan, ettd SC = SP. Todista, ettéd
MK = ML.

Tehtava 5. Jokaisessa kuudesta rasiassa By, By, B3, By, Bs ja Bg on aluksi yksi kolikko. Kahden-
tyyppiset siirrot ovat sallittuja:

Siwirto 1: Valitaan epétyhja rasia B, 1 < j <5, poistetaan rasiasta B; yksi kolikko ja lisdtaan
kaksi kolikkoa rasiaan Bj.

Suirto 2: Valitaan epatyhja rasia Bg, 1 < k < 4, poistetaan rasiasta By yksi kolikko ja
vaihdetaan rasioiden By, ja Byyo (mahdollisesti tyhjat) siséllot keskendédn.

Selvitd, onko olemassa sellaista néiden siirtojen darellistd jonoa, jotka johtaisivat tilanteeseen, jossa
rasiat By, Bs, B3, B4 ja By ovat tyhjia ja rasiassa Bg on tasan 20102020°" kolikkoa. (a* = a)))

Tehtava 6. Olkoon aq,as,as,... jono positiivisia reaalilukuja. Oletetaan, ettd on olemassa posi-
tiivinen kokonaisluku s, siten etté

a, =max{ay +a, | 1 <k<n-1}

kaikilla n > s. Todista, ettd on olemassa positiiviset kokonaisluvut ¢ ja N, ¢ < s, siten ettd
a, = a; + a,_; kaikilla n > N.
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