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Tehtavien ratkaisuja

2010.1. Osoitetaan, ettéd ratkaisuja ovat kaikki funktiot f(xz) = C, missd C on vakio ja
C =0tail < < 2javain ne. On helppo nahda, ettd nama funktiot toteuttavat tehtavan
ehdon. Oletetaan sitten, ettd f on jokin tehtdvan toteuttava funktio. Jos tehtavan ehtoon
sijoitetaan = = 0, sadaan f(0) = f(0)|f(y)]. Jos f(0) = C # 0, on [f(y)] = 1 kaikilla
y, joten tehtdvén ehdoksi saadaan f(|x]|y) = f(x). Kun tdhén sijoitetaan y = 0, saadaan
f(x) = C kaikilla . Edelleen on oltava |f(y)| = |C| = 1, joten 1 < C' < 2. Olkoon
sitten ettd f(0) = 0. Osoitetaan, ettd nyt f(x) = 0 kaikilla z. Tehd&&n vastaoletus, etta
ndin ei ole. Oletetaan ensin, ettd f(¢) # 0 jollain ¢, 0 < t < 1. Sijoitetaan tehtévéin
yhtdloon = = ¢t. Saadaan 0 = f(0) = f(¢)[f(y)], joten |f(y)] = 0 kaikilla y. Jos nyt
sijoitetaan © = 1 ja y = t tehtdvan yhtdloon, saadaan f(t) = 0, eli ristiriita. Oletetaan
sitten, ettd f(z) # 0 jollain z. On olemassa kokonaisluku N siten, ettd 0 < u = % < 1.
Nyt f(2) = f(Nu) = f(|N]u) = f(N)f(u) = 0. Oletus f(z) # 0 johti ristiriitaan. Siis
f(x) = 0 kaikilla x, jos f(0) = 0.

2010.2. Leikatkoon ET I':n myos pisteessa X. Vaite
tulee todistetuksi, jos osoitetaan, ettd G on suoralla
DX ja edelleen, jos osoitetaan, ettd suoran DX ja
suoran [F leikkauspiste G’ on samalla janan IF kes-
kipiste. On siis osoitettava, ettd IG' = G'F. Kun
sovelletaan Menelaoksen lausetta kolmioon AIF, nah-

daan, etta
G'F ‘ DI ‘ TA _q o
G'I AD TF
On siis osoitettava, etta K
FT ID
AT ~ AD’

Olkoon AF:n ja I':n toinen leikkauspiste K. Tehtavén oletuksen nojalla kaaret BK ja
CFE ovat yhté suuret. Siis KE||BC. Tehtévan oletuksen nojalla /ZKAD = ZDAF, joten
kehakulmalauseen perusteella /DXFE = /DAE = ZKAD. Téasta seuraa, ettd TIAX on
jannenelikulmio. Siis ZITA = ZIXA = ZFEKA, joten TI|KE|BC. Tésté seuraa

FT_ LI
AT — A
... LI CL L
Koska C'I on kulman BC A puolittaja, 1= Ac Koska AD on kulman BAC puolittaja,
/ZDCB = /Z/DAB = /ZDAC, joten kolmiot ADC ja CDL ovat yhdenmuotoiset (kk).
) CL CD . .
Yhdenmuotoisuudesta seuraa —— = Viitteen todistus on valmis, kun kodetaan,

AC — AD’
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ettda C'D = ID. Tama seuraa siita, ettd kulmat DIC ja DCT ovat molemmat samoja kuin
kolmion ABC' kulmien A ja C' puolikkaiden summa, joten DCT on tasakylkinen kolmio.

2010.3. Osoitetaan, ettd ratkaisuiksi kdyvét ainoastaan ja vain funktiot g(n) = n+c, missa
¢ on ei-negatiivinen kokonaisluku. On selvad, ettd nama funktiot toteuttavat tehtéavan
ehdon, silli (g(m) + n)(g(n) + m) = (m+c+n)(n+c+m) = (m+n+ )% Sen
osoittamiseksi, ettd muita ratkaisuja ei ole, todistetaan ensin aputulos: jos g(k) — g(¥)
on jaollinen alkuluvulla p, niin £ — ¢ on jaollinen p:lla. Tamén todistamiseksi oletetaan
ensin, ettd g(k) — g(¢) on jaollinen p2:lla eli ettd g(¢) = g(k) + p?a jollain kokonaisluvulla
a. Valitaan jokin p:lla jaoton kokonaisluku D, joka on suurempi kuin suurempi luvuista
g(?) ja g(k) ja asetetaan n = pD — g(k). Nyt luvut n + g(k) = pD ja n 4+ g({) =
pD + (g(£) — g(k)) = p(D + pa) ovat jaollisia p:1ld mutteivit p?:lla. Jos nyt g toteuttaa
tehtdvan ehdon, (g(k) + n)(g(n) + k) ja (¢9(€) + n)(g(n) + £) ovat nelidlukuja, jotka ovat
jaollisia p:1li ja siis myos p?:lla. Koska g(k) + n ja g(f) + n eivit ole jaollisia p?:lla, on
lukujen g(n)+k ja g(n)+/£ oltava jaollisia p:114. Silloin my6s niiden erotus k—¢ on jaollinen
p:lla. Jos taas g(k) — g(¢) on jaollinen p:lla muttei p*:lla, valitaan D niin muin edelld ja
asetetaan n = p3>D — g(k). Silloin g(k) +n = p>D on jaollinen p3:lla, muttei p*:1li ja
g(0) +n = p3D + (g(¢) — g(k) on jaollinen p:1li muttei p?:lla. Samoin kuin edelld, tésti
paatelldan, ettd g(n)+£ ja g(n)+k ovat p:114 jaollisia, joten niiden erotus k — ¢ on jaollinen
p:lla. Aputulos on todistettu.

Palataan varsinaiseen todistukseen. Oletetaan, ettd g(k) = g(¢) joillain k, ¢. Silloin k — ¢
on jaollinen jokaisella alkuluvulla p. Tama on mahdollista vain, jos k — ¢ = 0. g on siis
injektio. Tarkastellaan sitten lukuja g(k) ja g(k + 1). Jos olisi |g(k + 1) — g(k)| > 2,
luvulla (K + 1) — k = 1 olisi alkutekijd p > 2. On siis oltava |g(k + 1) — g(k)| = 1.
Olkoon f(2) — f(1) = ¢ = £1. Osoitetaan induktiolla, ettd g(n) = g(1) + g(n — 1). Tama
pitdd paikkansa, kun n = 1 jan = 2. Jos g(k) = ¢g(1) + q(k — 1), kun k£ < n, niin
gin+1)=g9g(1)+qlk—1)*+1. Koska g(n+1) # g(n—1) = g(1) + g(n — 2), on oltava
g(n+1) = g(1) + ng, ja induktiotodistus on valmis. Koska 0 < g(n) = g(1) + (n — 1)g
kaikilla n, ei voi olla g = —1. Siis g(n) = g(1)+(n—1) = n+g(1) —1. g on siis valttAméatta
tehtavassa esitettya muotoa.

2010.4. Voidaan olettaa, ettd AC' > BC, jol-
loin S on puolisuoralla AB. Kehédkulmia tar-
kastelemalla huomataan, ettda kolmiot PK M

ja PCA ovat yhdenmuotoiset. Siis

o MK
VTek Samoin kolmiot PLM ja PCB ovat
M PB

h . . _ BB
yhdenmuotoiset, joten L BC Vait
teen todistamiseksi riittaa, ettd osoitetaan
PA_PB

AC  BC

PA_ CA o
PB OB’
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Olkoon E kulman AC'B puolittajan ja sivun AB leikkauspiste. Ne pisteet X, joille x5 =

B ovat tunnetusti Apolloniuksen ympyrdlla eli ympyralla, joka kulkee pisteiden C' ja

F kautta ja jonka keskipiste on suoralla AB. Osoitetaan, ettd S on taman ympyran
keskipiste. Koska ZCAB = ZBCS (kehdkulma ja janteen ja tangentin vélinen kulma) ja
/ACE = /ECB, niin /CES = /CAE + /ACE = /BCS + Z/ECB = ZECS eli kolmio
SCE on tasakylkinen. Siis S on Apolloniuksen ympyréan keskipiste. Koska SP = SC, P
on Apolloniuksen ympyrilld ja (1) toteutuu.

Osoitetaan, ettd vaadittu siirtosarja on olemassa. Merkintd (a1, ag, ..., a,) —
(a}, db, ..., al) tarkoittaa, ettd jos joissakin vierekkéisissé laatikoissa on aq, ..., a, kolik-
koa, niin jollakin sallittujen siirtojen aarellisella jonolla on mahdollista paasta tilanteeseen,
jossa niissé laatikoissa on af, ...a}, kolikkoa, ja muiden laatikkojen sisélté on pysynyt sa-
mana.

Osoitetaan ensin, ettd (a, 0, 0) — (0, 2%, 0) kaikilla ¢ > 0. T&t& varten osoitetaan induk-
tiolla, ettd (a, 0, 0) — (a — k, 2%, 0) kaikilla k, 1 < k < a. Kun k = 1, kilytetiifin siirtoa
1: (a, 0, 0) — (a—1, 2, 0). Olkoon sitten k < a; oletetaan, etti (a, 0, 0) — (a — k, 2%, 0).
Siirron 1 tekeminen laatikkoon, jossa on 2 kolikkoa 2* kertaa (parillinen miiri!) osoit-
taa, ettd (a — k, 2%, 0) — (a — k, 0, 2*T1). Kun nyt sovelletaan siirtoa 2 ensimmiiseen
laatikkoon, saadaan (a — k, 0, 28*1) — (a — (k + 1), 2+, 0). Viite on todistettu.
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Merkitaian P, = 22" , kun potenssitornissa on n kakkosta. Osoitetaan, etta (a, 0, 0, 0) —
(0, P,, 0, 0) kaikilla @ > 0. T&amé& tulee osoitetuksi, kun néytetdin induktiolla, etté
(a,0,0,0) — (a — k, Py, 0,0) kaikilla k&, 1 < k < a. Induktion aluksi kelpaa siir-
ron 1 avulla saatava (a, 0, 0, 0) — (a — 1, 2, 0, 0). Oletetaan, ettd viite on tosi jollain
k < a. Samoin kuin ensimmaisen vaitteen todistuksessa ja kayttamaélla sitd hyvéksi saa-
daan (a—k, Py, 0,0) — (a—k, 0, 2% 0) = (a—k, 0, Pyy1, 0) — (a— (k+1), Pyy1, 0, 0),
ja vaite on todistettu.

Sovelletaan nyt siirtoa 1 laatikkoon Bjs ja sitten siirtoa 2 laatikkoihin B4, Bs,
By ja B; ja sovelletaan sitten kahdesti edella todistettua toista aputulosta. Saa-
daan (1,1,1,1,1,1) — (1,1,1,1,0,3) — (1,1,1,0,3,0) — (1,1,0,3,0,0) —
(1,0,3,0,0,0) — (0,3,0,0,0) — (0,0, P;,0,0,0) — (0,0,0, P, 0,0), silld P3 =
22° = 16. Nyt laatikossa B, on jo liikaakin kolikkoja, koska 20102010°""" < (2“)20102010 <

20102011 (211)2011 92!® . e e e
2 <2 <2 < Pig. Nyt laatikon By sisaltoa voi pienentaa siirron 2 avulla,

kunnes se on yksi neljasosa vaaditusta. Soveltamalla siirtoa 1 toistuvasti Bs:a4an paastaan
tilanteeseen, jossa muut rasiat ovat tyhjia, mutta Bg:ssa on puolet vaaditusta maarasta, ja
soveltamalla siirtoa 1 riittavan monta kertaa rasiaan By viimein tilanteeseen, jossa Bg:ssa
on vaadittava maara kolikkoja ja muut rasiat ovat tyhjia.

2010.6. Olkoon n > s. Silloin a,, = a;, + a;,, missa j; + j2 = n. Jos esimerkiksi j; > s,
paattely voidaan toistaa. Lopulta a, voidaan purkaa muotoon a,, = a;, + a;, + -+ a;,,
missa i1 +ia + -+ + 1 = n, 1 < 1; < s. Voidaan liséksi olettaa, ettd joidenkin kahden
indeksin, esimerkiksi i1:n ja io:n summa on > s (viimeinen hajotus). Oletetaan sitten, etta
indeksit i1, ...4; toteuttavat ehdot 1 <i; <'s, 41 + -+~ + i = n, 41 +i2 > 5. Sanomme
nama ehdot toteuttavaa indeksijoukkoa kelvolliseksi. Merkitdan s; = i1 + i + ... + i;.
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Silloin a,, = as, > as, , +ai, > as, , +ai,_, +a;, > ... > ai + -+ a;,. Kaikkiaan siis
on todistettu, ettd a, = max{a;, +---+ a;, |1, ..., ix on kelvollinen}.

a; C 1. .. a
Olkoon sitten m = maxj<;<s —. Olkoon ¢ < s jokin indeksi, jolle m = 7@. Olkoon
= ="
n > s20 + 2s. Puretaan a, summaksi a;, + aj, + --- + a;, kuten edella. Koska i; < s,
n=id +- - +ip < ks. Siis k > n > sl + 2. Oletetaan, ettd mikian indekseista ig, .. .7

ei ole /. Laatikkoperiaatteen nojzflla ainakin jokin indeksi j # ¢ esiintyy indeksien i3, ...,
i) joukossa ainakin ¢ kertaa. Poistetaan jonosta (i1, ..., ix) £ j:n esiintyméd ja laiteaan
tilalle j £:n esiintyméé. Saadaan uusi kelvollinen indeksijoukko (i1, iz, 45, ..., i},). Edelld
todistetun maksimaalisuusominaisuuden perusteella

/
ik/'

aj, +---+ay = a;, +a, +ag+--+a

Kun epéyhtalosté sievennetéan pois samat yhteenlaskettavat, jaa jaljelle epayhtélo fa; >

. Qy Q; . .. .
jae. Koska — > —L on oltava fa; = ja,. Siis itse asiassa
J

14

an = a4, + a;, —i—aié —|—~-~+a;k,.
Kun n > s + 2s, a, voidaan siis purkaa summaksi a;, + - - - + a;, , jossa ainakin yksi yh-
teenlaskettava on ay. Voidaan olettaa, ettd tdmé on viimeinen. Mutta nyt (i1, ..., ix—1)
on kelvollinen indeksijoukko, kun n korvataan n—/¢:114. Edella todisteun maksimaalisuuso-
minaisuuden nojalla a,—¢ + a¢ > (a;, + -+ + ai,_,) + ax = ay. a,:n perusominaisuuden
mukaan a,, > a,_s + ag. Siis todellakin a,, = a,,_s + ap kaikilla n > s2¢ + 2s.
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