Kansainvaliset matematiikkaolympialaiset 2015 — tehtavien
ratkaisuja

1. Sanomme, etta tason aarellinen pistejoukko S on tasapainoinen, jos jokaista kahta S:n

eri pistetta A ja B kohden on olemassa sellainen S:n piste, ettd AC' = AB. Sanomme, etta

S on keskipisteeton, jos mitdan kolmea S:n eri pistettd A, B ja C kohden ei ole olemassa

S:n pistettd P, jolle patisi PA = PB = PC.

(a) Osoita, ettd kaikilla kokonaisluvuilla n > 3 on olemassa tasapainoinen joukko, jossa
on tasan n pistetta.

(b) Ma&aritd kaikki kokonaisluvut n > 3, joille on olemassa tasapainoinen keskipisteeton
joukko, jossa on tasan n pistetta.

Ratkaisu. (a) Olkoon n > 3 pariton. Silloin sdannoéllisen n-kulmion kérkien joukko V on
esimerkki tasapainoisesta n-alkioisesta joukosta. Jos A ja B ovat kaksi monikulmion kér-
kea, niin jommallakummalla niiden valiin jaavista monikulmion osista on pariton maara
karkia, ja naista keskimmaéinen on selvasti yhta etaalla A:sta ja B:sta. Olkoon sitten n = 2k
parillinen. Nyt voidaan tarkastella sdannollistd (6k — 6)-kulmiota A;As ... Agr—_¢, jonka

1
keskipiste on O. Silloin ZA;0A;11 = 1 -60°. Jos siis |i —j| = k—1, niin OA;A; on ta-

sakylkinen kolmio. Pisteet Ay, Ao, ... A, _1 ovat monikulmion ympéarysympyran 120°:een
kaarella. Olkoon nyt V = {O, Ay, ... Asr_1}. Osoitetaan, ettd }V on tasapainoinen. En-
sinndkin 4;0 = A;O jokaisella ¢, j, 1 <1 < j < 2k — 1, ja jokaisella ¢, 1 <17 <2k —1
joko A x—1 € V tai A;_(_1) € V. Tasapainoisuusehto toteutuu siis myos sellaisille V:n
pistepareille, joissa toinen piste on O.

(b) Osoitetaan, ettd tasapainoisia keskipisteettomié n-alkioisia joukkoja on olemassa, jos ja
vain jos n on pariton. Jos n on pariton, niin edella muodostettu tasapainoinen joukko )V on
keskipisteeton. Jos nimittdin A, B, C ovat sdannollisen n-kulmion karkid ja PA = PB =
PC, niin P on janojen AB ja AC keskinormaalien leikkauspisteena monikulmion keskipiste,
joka ei kuulu joukkoon V. Olkoon sitten n = 2k parillinen. Tarkastetaan tasapainoista 2k-
alkioista joukkoa. Jokaiseen pariin {A, B} C V liittyy ainakin yksi C' € V, jolle AC = BC.
Pistepareja on k(2k —1) kappaletta ja pisteitd 2k kappaletta, joten jokin piste P € V liittyy
ainakin k:hon pariin. Koska P ei ole yhdessakaan naista pareista, parit kattavat enintaan
2k — 1 pistetta. Parien joukossa on siis oltava ainakin kaksi sellaista, joilla on yhteinen
piste. Jos ndmé parit ovat {A, B} ja {A, C}, niin AP = BP = C'P. Mutta tdstd nahdaén,
etta V ei ole keskipisteeton.

2. Maéarita kaikki sellaiset positiivisten kokonaislukujen kolmikot (a, b, ¢), joille jokainen
luvuista
ab—c¢, bc—a, ca—b

on luvun 2 potenssi.

(Luvun 2 potenssi on muotoa 2™ oleva kokonaisluku, missd n on ei-negatiivinen kokonais-
luku.)

Ratkaisu. Jokaiseen ratkaisuun (a, b, ¢) liittyy kuusi mahdollista permutaatiota. Edet&én
tapauksittain. Olkoon a = 1. Silloin b — ¢ ja ¢ — b ovat molemmat 2:n potensseja; tdméa on



mahdotonta, koska luvut ovat molemmat nollia tai toinen niista on negatiivinen. Ehdon
toteuttavissa kolmikoissa pienin luvuista on siis > 2. Toisena tapauksena tarkastellaan
tilannetta, jossa ainakin kaksi luvuista on samaa. Olkoon a = b. Silloin a(c — 1) on
kahden potenssi, joten a ja ¢ — 1 ovat tallaisia. Siis a = 2P ja ¢ = 29 + 1, missa p ja q
ovat positiivisia. Silloin a? — ¢ = a?’ — 29 — 1 on 2:n potenssi. Jos olisi ¢ > 2, niin olisi
a? — ¢ = —1 mod 4, miki on mahdotonta. Siis on oltava ¢ < 1 eli ¢ = 2 tai ¢ = 3 ja
ab — ¢ = 2?7 — 2 tai = 22?7 — 3. Kumpikin niisti luvuista on kahden potenssi silloin ja
vain silloin, kun p = 1. Jos luvuista a, b, ¢ kaksi on samoja, ratkaisuehdokkaita ovat siis

(2, 2, 2) ja (2, 2, 3) permutaatioineen.

Tarkastellaan sitten tapausta, jossa a, b, ¢ ovat kaikki eri lukuja. Voidaan olettaa, etta
2 < a < b < c Talloin varmasti be > 4 -8 = 32. On olemassa kokonaisluvut p, g, 7,
joille bc —a = 2P, ac — b = 29 ja ab — ¢ = 2". Tehdyista oletuksista seuraa heti, etta
r < q < p. Oletetaan nyt viela, ettd a = 2. Osoitetaan, etta talloin » = 0. Jos nimittain
olisi » > 0, olisi ¢ parillinen, ja koska ac — b = 29 > 2, my0s b olisi parillinen. Nyt bc
olisi jaollinen neljalla, mutta koska bc — a = bc — 2 = 2P > 4, tullaan ristiriitaan. Siis
ab—c=2¢e€lic=2b—1. Koska ac — b =27 eli 3b — 2 = 27 ja b > 2, pienin mahdollinen
gond. Josq=4,niinb=6jac=2-6—1=11. Kolmikko (2, 6, 11) permutaatioineen
on ratkaisuehdokas. Jos ¢ > 5, niin yhtdlosta 2P = bc — a = b(2b — 1) — 2 saadaan
9.2P = 9b(2b—1)—18 = 1862 —9b—18 = (3b—2)(6b+1) — 16 = 29(29T1 +5) — 16. Selviisti
yvhtalon vasen puoli on jaollinen 32:1la, mutta oikea puoli ei ole. Ristiriita osoittaa, etta
tapauksissa ¢ > 5 ratkaisua ei ole.

Jaljella on viela tapaus a > 3. Luvuista ¢ = 1 enintdan toinen on jaollinen 4:11a. Olkoon d
+1 niin, ettd ¢ — d ei ole 4:1li jaollinen. Silloin 27 + d - 29 = (bc — ad?) + d(ca — b) =
(b + ad)(c — d). Tami luku on jaollinen 2%lla, joten b + ad on jaollinen 29-1:1l4.
Mutta koska 29 = ac —b > ac—c¢c = (a — 1)c > 2¢ > 2b > 2a, sekd a ettd b
ovat pienempis kuin 297!, On siis oltava d = 1 ja a + b = 2971, Mutta silloin
ac—b =29 =2a+b)jadb >3b+a=ac—a=alc—1) > ab, joten a < 4. On
siis oltava a = 3. Siis 3¢ = 6 — 3b ja ¢ = b+ 2. Ehto bc — a = 2P sievenee nyt muotoon
20 =b(b+2)—3 = (b—1)(b+ 3). Koska sekéd b — 1 ettd b + 3 ovat kahden potens-
seja, on oltava b = 5 ja siis ¢ = 7. Saadaan ratkaisuehdokas (3, 5, 7) (permutaatioineen).
Muita mahdollisia ratkaisuja ei ole. — On helppo tarkistaa, ettd kaikki saadut ratkai-
suehdokkaat (2, 2, 2), (2, 2, 3), (2, 6, 11) ja (3, 5, 7) todella toteuttavat tehtédvan ehdot.

3. Olkoon ABC teridvikulmainen kolmio, jossa AB >
AC'. Olkoon T sen ymparysympyréa, H korkeusjanojen
leikkauspiste ja F' A:sta piirretyn korkeusjanan kanta-
piste. Olkoon M BC':n keskipiste. Olkoon () sellainen
I':n piste, etta ZHQA = 90°, ja olkoon K sellainen
I':n piste, ettd ZHKQ = 90°. Oletetaan, etta pisteet
A, B, C, K ja @) ovat kaikki eri pisteita ja sijaitsevat
I':lla tassa jarjestyksessa.

Todista, etta kolmioiden KQH ja FKM ymparysym-
pyrat sivuavat toisiaan.
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Ratkaisu. Olkoon ¥ AF:n ja I':n toinen leikkauspiste. Silloin tunnetusti HF = FFE
[koska kulmien /HBC' ja ZC AE vastinkyljet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, kulmat
ovat yhté suuret, ja samaa kaarta vastaavina kehakulmina Z/CBE = ZC' AFE, niin kolmiot
BFH ja BFE ovat yhtenevét (ksk)]. Olkoot A’ ja Q' A:sta ja @Q:sta piirrettyjen I':n
halkaisujoiden toiset paitepisteet. Silloin ZAQA’ = 90°, mistid seuraa, ettd H on janalla
A'Q ja ZQKQ' = 90°, mista seuraa, ettd H on my0s janalla Q'K. Nyt A’E||BC, mista
seuraa, ettd BC leikkaa HA':n taman keskipisteessd. Janan A’FE keskinormaali leikkaa
my6s A’ H:n tamén keskipisteessd, mutta koska A’E ja BC ovat I':n yhdensuuntaisia jan-
teitd, A’F:n keskinormaali on sama kuin BC':n keskinormaali. Téstéa seuraa, ettd A’H:n
keskipiste on M. Olkoon viela J janan Q'H keskipiste.

Olkoon nyt T jokin piste kolmion H K () ymparysympyran pisteeseen K piirretylla tan-
gentilla, eri puolella suoraa KH kuin (. Silloin /TKH = /ZKQH. Jotta TK olisi
my6s kolmion KMF ymparysympyran tangentti, on kulman ZMKT suuruuden ol-
tava puolet kaarta MK vastaavasta keskuskulmasta. Mutta kaarta MF vastaavan
keskuskulman puolikas on ZM KF' ja kaarta F'K vastaavan keskuskulman puolikas on
/KMF. Koska /ZMKF + /KMF = ZCFK, on todistettava, etta /AMKT = /CFK
eli VZHQK = /ZHKT = /ZHKM + Z/MKT = /HKM + /ZCFK. Mutta ZHQK =
90° — ZQHK = 90° — ZQ'HA'" ja ZCFK = 90° — ZKFA, todistettava yhtyeys voi-
daan kirjoittaa muotoon L/Q'HA' = /KFA — ZHKM. Kolmiot KHE ja AHQ' ovat
yhdenmuotoisia, ja F' ja J ovat vastinsivujen keskipisteitd. Siis /ZKFA = ZHJA. Vas-
taavasti KHA ja QHQ' ovat yhdenmuotoisia ja M ja J vastinsivujen keskipisteita, joten
/HKM = /ZJQH. On siis todistettava, etta /Q'HA' = /ZHJA — ZJQH. Kolmiosta
QJH nahdaén, ettd Z/Q'HA' = Z/JQH + ZHJQ. Toisaalta /ZHJA = ZQJA+ ZHJQ.
Todistettava yhtalé saa muodon 2 - ZJQH = ZQJA. Mutta tdmé relaatio on ilmeinen,
silla AQ'A’Q on suorakaide ja J, koska on janan H(Q' keskipiste, sijaitsee suorakaiteen
sivujen AQ ja Q' A’ keskipisteet yhdistavéalla janalla.

4. Kolmion ABC ympérysympyra on ) ja O on §2:n keskipiste. A-keskinen ympyra T’
leikkaa janan BC' pisteissa D ja E niin, etta B, D, E ja C ovat eri pisteita ja tassa
jarjestyksessé suoralla BC. Olkoot F' ja G I':n ja Q:n leikkauspisteet, niin ettd A, F' B, C
ja G ovat eri pisteita ja tassa jarjestyksessa ympyralla ). Kolmion BDF ymparysympyra
leikkaa janan AB myoés pisteessd K ja kolmion CEG ympéarysympyra janan C A myos
pisteessa L.

Oletetaan, etta suorat FFK ja GL ovat eri suoria ja ettd ne leikkaavat toisensa pisteessa
X. Osoita, etta piste X on suoralla AO.

Ratkaisu. Leikatkoon FK AO:n pisteessia X’ ja GL
pisteessd X”. Pisteet A ja O ovat molemmat janan
GF keskinormaalilla. Siis /FAX' = Z/GAX". Koska
AF = AQG, niin jos ZAFK = ZAGL, niin kolmiot
AFX'" ja AGX" ovat yhtenevét (ksk) ja X' = X" =
X. On siis osoitettava, ettda LZAFK = ZAGL. Nyt
/AFK = ZAFD — /KFD = /AFG + /GFD —
ZKFD. Mutta ympyran Q kehdkulmina ZAFG =
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/ZABG, kolmion BDF ymparysympyran kehakulmina /ZKFD = ZKBD, ja koska ne-
likulmio FDGFE on jinnenelikulmio, on Z/GFD = ZGEC. Siis ZAFK = ZCEG +
/ABG — ZKBD = Z/CEG — ZGBC. Mutta kolmion CEG ymparysympyrasta nahddan
/CEG = ZCLG ja ympyrasta () ZGBC = ZGAC. Mutta viimein kolmiosta ALG saa-
daan /AGL = /GLC + /GAL = Z/CEG — Z/GBC = ZAF K. Todistus on valmis.

5. Olkoon R reaalilukujen joukko. Maéritd kaikki sellaiset funktiot f : R — R, jotka
toteuttavat yhtalon

flr+ flxt+y)+ floy) =2+ flz+y) +yf(z)

kaikilla reaaliluvuilla x ja y.

Ratkaisu. Kun tehtavian yhtaloon sijoitetaan y = 1, saadaan
flx+ fz+1)=x+ f(z+1). (1)

Jokaisella z € R x + f(z + 1) on funktion f kiintopiste. Jaetaan nyt tarkastelu kahteen
osaan sen mukaan, onko f(0) =0 tai f(0) # 0.

Oletetaan, ettd f(0) # 0. Jos alkuperiiseen yhtaloon sijoitetaan x = 0, saadaan f(f(y)) +
f(0) = f(y)+yf(0). Olkoon nyt a jokin f:n kiintopiste. Kun edelliseen yht&l66n sijoitetaan
y = a, saadaan a + f(0) = a+ af(0) eli a = 1. On siis oltava x + f(z + 1) = 1 kaikilla =
eli f(x) =2 — x. Helposti voidaan varmistua siitd, ettd f(x) = 2 — x toteuttaa tehtévin
yhtalon, ja on siis ratkaisu.

Olkoon sitten f(0) = 0. Sijoitetaan tehtédvan yht&loon y = 0 ja kirjoitetaan z:n paikalle
x4+ 1. Saadaan f(z+ f(z+1)+1)=z+ f(x+1)+ 1. Siismyos x4+ 1+ f(x+ 1) on
fm kiintopiste kaikilla z € R. Kun yhtél6on (1) sijoitetaan z = —1, saadaan f(—1) = —1.
Kun alkuperéiseen yhtéloon sijoitetaan z = 1 ja y = —1, saadaan f(1)+ f(—1) =1— f(1)
eli f(1) = 1. Sijoitetaan vield alkuperéiseen yhtéloon z = 1. Saadaan

fA+fly+D))+fly)=1+f(y+1)+y (2)

Jos nyt a ja a+1 ovat f:n kiintopisteita, niin f(1+a+1)+a = 1+a+1+4aeli f(a+2) = a+2,
joten myds a + 2 on kiintopiste. Siis « + f(x + 1) + 2 on kaikilla « f:n kiintopiste. Kun
yhtdlossa f(z + f(x 4+ 1) +2) = 2 + f(z + 1) + 2 korvataan z + 2 z:114, saadaan f(z +

f(x—=1)) = x+ f(x—1). Toisaalta, jos alkuperiiseen yht&loon sijoitetaan y = —1, saadaan
flz+f(z—1))=z+ f(x—1)— f(z)— f(—x). Tastd ndhdédan, ettd f(—x) = — f(x) kaikilla
x. f on siis pariton funktio. Sijoitetaan vield alkuperaiseen yhtéloon x = —1 ja y:n paikalle

—y. Koska f(—1) = —1, saadaan f(-1+ f(—y—1))+ f(y) = -1+ f(-y — 1) +y. Kun
kdytetddn hyvéksi f:n parittomuutta, saadaan —f(1+ f(y+1))+ f(y) = —1— f(y+1)+y.
Kun tdmé yhtélo ja (2) lasketaan yhteen, saadaan f(y) = y kaikilla y. — Helposti ndhd&én,
ettd myos ratkaisuehdokas f(x) = x kaikilla = € R todella on ratkaisu.

6. Kokonaislukujono a1, as, ... toteuttaa seuraavat ehdot:
(i) 1 <a; <2015 kaikilla j > 1;
(ii) k+ ax # £+ ay kaikilla1 < k < £.



Todista, etta on olemassa kaksi positiivista kokonaislukua b ja N, niin etta

n

> (a; —b)| < 10072
j=m+1
kaikilla ehdon n > m > N toteuttavilla kokonaisluvuilla m ja n.

Ratkaisu. Olkoon s, = a, + n kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n. Tiedamme, etta
n+1 < s, < n+2015 kaikilla n ja etté jonon (s,) luvut ovat kaikki eri lukuja. Tarkastellan
joukkoa M = Z, \ {s1, S2, ...}. Osoitetaan, ettd M:ssd on enintdén 2015 alkiota. Ellei
nain olisi, olisi M:ssa 2016 eri alkiota m; < mo < ... < Mmap16. JOS N = Mmaogi14, Niin

2016

O{Sk}U U {ma} c{1,2, ..., n+2015}.

Nyt vasemman puolen joukossa on n + 2016 alkiota ja oikean puolen joukossa n + 2015
alkiota. Ristiriita osoittaa vaitteen todeksi.

Osoitetaan nyt, etta tehtavassa kysytyiksi luvuiksi b ja N kelpaavat M :n alkioiden luku-
maara ja M:n suurin alkio. Olkoot b ja N nama. Joukossa

B, =MU | J{si} (1)

k=1

on tasan b + r alkiota ja joukon suurin alkio on enintaan r 4 2015. Toisaalta s, > r + 1,
joten jokainen positiivinen kokonaisluku k& < r+1 on joukossa B,. On siis olemassa joukko
C, CA{1,2,...,2014} niin, ettd

B, =(L,r+1NnZ)U{r+1+zlz e C.}. (2)

Joukossa C). on b — 1 alkiota. Otetaan kdyttoon merkintd >.J osoittamaan &airellisen
lukujoukon J alkioiden summaa. Yhtéloiden (1) ja (2) perusteella ¥ B, voidaan laskea
kahdella tavalla ja paatya yhtaloon

T T
SM A+ sp=Y k+br+1)+3C,.
k=1 k=1
Tasta paastaan helposti muotoon

EM—}—Z(ak—r) =b+oC,. (3)
k=1

Olkoot nyt m ja n kokonaislukuja, joille piatee N < m < n. Jos yhtdloon (3) sijoitetaan
r =mn jar =m ja syntyneet yhtalot vahennetaan toisistaan, saadaan

n

> (i)

k=m+1

= [2C), — SC] . (4)
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Koska C), ja C), ovat joukon {1, 2, ..., 2014} (b — 1)-alkioisia osajoukkoja, niin yht&lon
(4) oikean puolen suurin mahdollinen arvo saadaan silloin, kun C,,, = {1, 2, ..., b— 1} ja
C, = {2014, 2013, ..., 2014 — b + 2} tai padinvastoin. T&lloin

= 10072.

b—1)+(2015—b))2

I5C, — SC| = (b—1)(2015 — b) < (( 5



