IMO 2016 — tehtavat ja ratkaisuja

1. Kolmiolla BCF on suora kulma karjessid B. Olkoon A piste suoralla C'F' siten, ettd
FA = FB ja piste F sijaitsee pisteiden A ja C valissa. Valitaan piste D siten, etta
DA = DC ja AC puolittaa kulman /DAB. Valitaan piste E siten, ettd EA = ED ja
AD puolittaa kulman /EAC. Olkoon M janan C'F keskipiste. Olkoon X se piste, jolla
AM X E on suunnikas (missid AM||EX ja AE||MX ). Osoita, ettd suorat BD, FX ja ME

kulkevat saman pisteen kautta.

Ratkaisu. Merkitdan Z/BAC = «. Olkoon I' kolmion
FCB ymparysympyra. M on I':n keskipiste. Leikat-
koon BG I''n my0s pisteessd G. Osoitetaan ensin,
ettd myos piste D on ympyralla I Koska BAF on
tasakylkinen, /ZFBG = «. Siis myos ZGCF = a,
ja GAC on tasakylkinen. Koska DCA on tasakyl-
kinen ja ZDAC = a, GAC ja DCA ovat yhtenevia
(ksk). Siis CD = CG, ja CGF ja CDF ovat yhte-
nevid (sks). Thaleen lauseen perusteella ZCGF on
suora. Siis myos ZC'DF' on suora, ja Thaleen lauseen
kadnteislauseen perusteella D on CF-halkaisijaisella
ympyralla I".

Osoitetaan sitten, ettd M GAE on suunnikas. Koska CGAD on neljékds, CG||DA. Koska
/MCG = ZFCG = ZEDA, MCG ja EDA ovat yhtenevia. Siis MG = EA. Toisaalta
esimerkiksi ZFMG = 2o = ZMAE, joten MG|[EA. MGAE on siis suunnikas. Mutta
MX = EA = MG ja MX||AE|MG. Siis MX = MG, joten X on ympyrélld T' ja
suoralla MG. GX on siis I':n halkaisija. Nyt ZMFB = 2« (kolmion F'BA perusteella)
ja ZDXM = ZDCG = 2a«, joten kolmiot M BF ja M DX ovat yhtenevia. Olkoon Y
janojen BD ja FX leikkauspiste. Silloin my6s kolmiot BF'Y ja X DY ovat yhtenevia

1
(kks). Kolmiot M FY ja MDY ovat nyt yhtenevia (sss), joten ZM DY = 5" LDMF = a.

Mutta CD||GA||ME ja DE|AC, joten CMED on suunnikas ja DME on tasakylkinen.
Tasta seuraa, etta DM FE on neljakas, joten M E on kulman /DM F puolittaja. Koska
Y on kulman ZDM F puolittajalla, Y on suoralla M FE ja viite on todistettu.

2. FEtsi kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille n X n-ruudukon jokaiseen ruutuun voi
asettaa yhden kirjaimista I, M ja O siten, etta:

e jokaisella rivilla ja jokaisessa sarakkeessa yksi kolmasosa kirjaimista on I-kirjaimia,
vksi kolmasosa M -kirjaimia ja yksi kolmasosa O-kirjaimia; ja
e jokaisella lavistajélla, jonka ruutujen lukumaara on kolmella jaollinen, yksi kolmasosa
kirjaimista on I-kirjaimia, yksi kolmasosa M -kirjaimia ja yksi kolmasosa O-kirjaimia.
Huomautus: Numeroimme n x n-ruudukon rivit ja sarakkeet luonnollisella tavalla luvuilla
1, 2, ..., n. Téten jokainen ruutu vastaa positiivisten kokonaislukujen paria (i, j), missd
1 <4, 7 <n. Kun n > 1, ruudukossa on 4n — 2 lavistajaa, jotka edustavat kahta eri lajia.
Ensimmadisen lajin lavistdji koostuu niista ruuduista (i, j), joissa i+ j on jokin vakio, kun
taas toisen lajin lavistédji koostuu niistd ruuduista (i, j), missd i — j on jokin vakio.
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Ratkaisu. On selvid, ettéa on oltava 3 | n, n = 3k. Osoitetaan, ettéd kelvollisia ovat kaikki
9:114 jaolliset luvut n. Osoitetaan ensin, ettd 9 | n on valttdmatdn ehto. Lavistdjat, joiden
ruutujen lukumééré on kolmella jaollinen, ovat ne, joissa j =i+ 3p, —(k—1) <p < k-1,
1<i,j<njair+j=14+3q 1 <q < 2k—1. Kun tarkastellaan niita riveja, joiden
jarjestysnumero on j = 2+ 3t, 0 < t < k — 1, niin huomataan, ettd mainitut lavistajat
kohtaavat rivit ruuduissa (i, j), missé i = 2 + 3s. Toisaalta lavistdjat kohtaavat sarakeet,
joiden jarjestysnumero i ei ole = 2 mod 3 ruuduissa (i, j), missd j ei ole = 2 mod 3. Jos
nyt lasketaan kirjaimet kaikista ruuduista, jotka ovat riveilla, joiden numero on = 2 mod 3
ja lisataan lavistajilta, joiden ruutumaara on kolmella jaollinen ja vahennetain kaikilta
sarakkeilta, joiden jarjestysnumero ei ole = 2 mod 3 lasketut kirjaimet, saadaan yhta monta
I-, M- ja O-kirjainta. Toisaalta tulee lasketuksi kolme kertaa ruuduilla (2 + 3s, 2 + 3t),
0 <s,t <3(k—1), olevien kirjainten lukumééré. Jokaisesta ruudusta on laskettu sama
kirjain kolme kertaa, joten ruutuja, joissa on I, M tai O on oltava yhta monta. Ruutujen
lukuméirin k2 on oltava jaollinen 3:lla. Siis k£ on oltava jaollinen 3:lla ja n:n 9:11A.

On viela osoitettava, ettd 9 | n on riittava ehto. Riittdd, ettd konstruoidaan ehdon tayttava
9 x 9-ruudukko. Sitd monistamalla saadaan kelvollinen 9% x 9k ruudukko. Yksi kelvollinen
ruudukko olisi

/I I I M M M O O O
M M M O O O I 1 I
o O o I I I M M M
/I I I M M M O O O
M M M O O O I 1 I
o O o I I I M M M
/I I I M M M O O O
M M M O O O I 1T I
o O o I I I M M M

3. Olkoon P = A1 A, ... Ay tason konveksi monikulmio. Kéarkien Ay, Ao, ..., Ay koordi-
naatit ovat kokonaislukuja, ja karjet sijaitsevat eradn ympyran kehélld. Olkoon S moni-
kulmion P ala. On annettu pariton positiivinen kokonaisluku n siten, etta monikulmion
P sivujen pituuksien neliét ovat kokonaislukuja ja jaollisia luvulla n. Osoita, etta 25 on
kokonaisluku ja jaollinen luvulla n.

Ratkaisu. Olkoon n kiintea pariton kokonaisluku. Todistetaan vaite induktiolla k:n suh-
teen. Olkoon k£ = 3. Kolmion kérjet ovat aina jonkin ympyran kehélla. Olkoot ne A; =
(wi, yi). i =1, 2, 3. Oletuksen mukaan (z; —z;)%+ (y; —y;)* = nbw, missé b;; on kokonais-

luku. Koska nbes = (z2—23)*+(y2—v3)% = (x2—21)—(23—21))*+((y2—v1) — (y3—¥1))% =
nbz‘2+nbls+2(($2—331)(333—331)+(y2—y1)(y3—y1)) (5E2—5E1)(5E3—5E1) (y2—y1)(y3 Y1)
myos jaollinen n:lla. Toisaalta 25 = |A Aax A A3| = |(z2—x1)(ys—y1)— (acg x1)(Y2—y1)|-

Y3
25 on siis kokonaisluku. Lisiksi n2b12b13 = ((21—22)%+(y1—y2)?)( .fCl—ZCg) +(y1—y3)?) =
(1 —22) (21— 23) +(y1 —y2) (Y1 —¥3))> + (21 = 22) (1 —y3) — (z1 —23) (y1 —y2))?. Yhtilon
oikean puolen ensimméinen yhteenlaskettava on aikaisemman perusteella jaollinen n?:lla.
Siis jalkimmé&inenkin eli (25)? on jaollinen n?:1la. Niin ollen 25 on jaollinen n:ll4.

Todistetaan aputulos. Olkoon p pariton alkuluku ja v,(z) on suurin kokonaislukuekspo-
nentti €, jolla p¢|z. Vaitetadn, ettd jos a + b+ ¢ = 0, niin kaksi pieninté luvuista v,(a?),



vp(b?), v,(c?) ovat yhti suuria. Voimme olettaa, ettd v,(a?) > v,(b?) > v,(c?). Jos
a+ b+ ¢ =0, niin (vertaa Heronin kaavan todistukseen) 0 = (a +b+c¢)(a+b—c)(a —b+
c)(—a+b+c) = ((a+b)?—=c?)(c?—(a—b)?) = (2ab+ (a®+b% —c?))(2ab — (a®> + b* — c?)) =
4a2b? — (a® + b — ?)%2. Nyt a? = pr(@)g! b2 = pe Y ja ¢ = pvr(e) ¢! missi o, b,
ovat jaottomia p:lla. Siis

4pr(a2)+Vp(b2)a/b/ = pQVP(CQ)(pl’p(aQ)_Vp(C2)a/ +p”p(b2)_Vp(C2)b/ + C/)2. (1)

Jos nyt v,(b?) — vp(c®) > 0, niin yhtdlon (1) vasen puoli on jaollinen prr @)t () 1,

2vp(c

mutta oikea puoli vain p 2):lla, mika on ristiriita.

Tarkastellaan sitten yleista k-kulmiota Py, k£ > 3. Nyt

k—1
28 = Z |A1AJ X AlAj+1‘,

Jj=2

ja koska pisteiden koordinaatit ovat kokonaislukuja, 25 on kokonaisluku. Samoin jokai-
sen lavistdjén nelié on kokonaisluku. Olkoon n = pi'p5? ---p%e n:n esitys (parittomien)
alkulukujen tulona. Vaitteen todistamiseksi riittaa, kun osoitetaan, etta jos jokaisella pa-
rittomalla alkuluvulla p siita, etta kaikilla 3 <t < k — 1, P;:n sivujen neliot ovat jaollisia
luvulla p®, seuraa, ettd P;:n kaksinkertainen ala on jaollinen p“:lla, niin myo6s siité, etta
Pr:n sivujen neliot ovat jaollisia p®:lla, seuraa, ettd Pg:n kaksinkertainen ala on jaollinen
p“:lla.

Induktioaskeleen otto onnistuu, jos jonkin Px:n aidon lavistdjan nelio on jaollinen p®:lla:
silloinhan P, voidaan jakaa kahdeksi induktio-oletuksen toteuttavaksi monikulmioksi pit-
kin kyseista lavistajaa. Osoitetaan epasuorasti, ettéd tallainen lavistaja aina on olemassa.

Olkoon ensin & = 4. Jos (jinne)nelikulmion Py sivut ovat a, b, ¢ ja d ja lavistdjit x
ja y, niin Ptolemaoiksen lauseen nojalla ac + bd — xy = 0. Aputuloksen perusteella
np(z?y?) = min{n,(a®c?), n,(b2d?)} > 2. Siis joko ny(z?) > « tai ny(y?) > a. Ai-
nakin toisen lavistajan pituuden nelio on jaollinen p“:lla, joten nelikulmio voidaan jakaa
kahdeksi kolmioksi, joiden kummankin ala on jaollinen p“:lla.

Olkoon sitten k mielivaltainen. Oletetaan, etta silla ei ole sisdlavistdjad, jonka pituus olisi
jaollinen p“:lla. Tarkastellaan jannenelikulmiota A;A;41A;A4,411, jonka kaksi sivua ovat
monikulmion P}, sivuja. Jos jélleen merkitdén a = A;A;41, b= A;4114;, c = A;A;41, d =
Aj1A;, = A;A; jay = A;11Aj41, niin Ptolemaioksen lauseen mukaan ac+bd —zy = 0.
Aputuloksen perusteella v, (b%d?) = v, (22y?) eli

Vp(Aig1A7) +vp(Aj11 A7) = vp(Ai A7) + vp (A1 AT 1. (2)

Lasketaan nyt yhtélot (2) puolittain yhteen kaikkien jénnenelikulmioiden A;A;11A4;A4,14
yli. Silloin summassa ovat termeind A;;1A; ovat mukana kaikki muut paitsi muotoa
Aiv1Ai—1 ja Ajp1A;. Mukana ovat siis kaikki lavistdjat kahdesti, ne lavistajat, jotka
leikaavat vain yhden karkikolmion pois kerran, ja kaikki sivut kerran. Symmetrian vuoksi
termeissa A1 A; ovat mukana samat sivut ja lavistdjat. Termeissd A;A; ja termeissa
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Aiy1Aj41 ovat mukana kaikki lavistajat, muttei lainkaan monikulmion sivuja. Kun yhta-
16t (2) lasketaan yhteen ja syntynytaéd yhtdlod sievennetédn edelld esitettyjen havaintojen
mukaisesti, jaljelle jaa yhtalo

k k
Z Vp(AiA12+1) = Z Vp(AiA12+2>'
i=1 i=1

Koska vasemmalla puolella jokainen yhteenlaskettava on > «, on oikeallakin puolella oltava
jokin yhteenlaskettava, joka on > a. On siis jokin lavistaja A;A;41, jonka pituuden nelio
on jaollinen p“:lla, vastoin tehtya oletusta. Induktioaskel voidaan siis ottaa, ja viite on
todistettu.

4. Positiivisista kokonaisluvuista koostuva joukko on sulotuoksuinen, jos se sisaltaa ainakin
kaksi alkiota ja jokaisella sen alkioista on yhteinen alkulukutekija ainakin yhden toisen
alkion kanssa. Olkoon P(n) = n? + n + 1. Miké on pienin mahdollinen positiivisen
kokonaisluvun b arvo, jolla on olemassa ei-negatiivinen kokonaisluku a siten, etta joukko

{P(a+1), P(a+2), ..., Pa+Db)}

on sulotuoksuinen?

Ratkaisu. Selvitetdén lukujen P(n) ja P(n + k) mahdollisia yhteisid tekijoitd. Koska
P(n) = n(n + 1) + 1, jokainen P(n) on pariton. Koska P(n + 1) — P(n) = 2(n + 1),
lukujen P(n + 1) ja P(n) yhteisten tekijéiden on oltava luvun n + 1 tekijoita ja siis myos
luvun P(n) — (n + 1) = n? tekijoitd. Siis s.y.t.(P(n), P(n+ 1)) = 1. Tésti seuraa, etti
{P(a+1), P(a+2), P(a+3)} ei ole milld&n a sulotuoksuinen. Siis b > 4. Olkoon p lukujen
P(n+2) =n?+5n+7 ja P(n) yhteinen alkutekiji. Silloin p on luvun 4n + 6 ja edelleen

luvun 2n + 3 tekija. Jos 2n + 3 = gp, missa ¢ on pariton luku, niin n = 5(‘]]0 —3) ja

I e

P(n) 1

P(n) on jaollinen p:ll& jos ja vain jos p = 7. Koska télloin 2n + 3 = 0 mod 7, on oltava
n =2 mod 7. Siis s.y.t.(P(n), P(n+2)) on joko 1 tai 7. Koska P(n + 3) = n? + 7n + 13,
niin P(n+3) — P(n) =6n+12=2-3-(n+1). 3| P(n), jos ja vain jos n = 1 mod 3.
Jos p > 5 on pariton alkuluku ja p | (n + 1), niin p ei ole luvun P(n) tekija. Edelleen,
P(n+4) = n?+9n+21 ja P(n+4)—P(n) = 8n+20 = 4(2n+>5). Jos pon P(n+4)m ja P(n)m

yhteinen alkutekijé, niin 2n + 5 = gp jollain parittomalla ¢:n arvolla, ja n = §(qp —5).

1
Té&ll6in, kuten helppo lasku osoittaa, P(n) = Z((qp)2 — 8qp +19), ja p | P(n) vain, jos
p = 19. Lisaksi talloin n = 7 mod 19
Osoitetaan nyt, ettd on oltava b > 6. Vastaoletus: {P(n + 1), P(n+2), P(n+3), P(n+

4), P(n 4+ 5)} on sulotuoksuinen jollakin n. Luvulla P(n + 3) voi olla yhteinen alkutekiji
(p = 7) joko luvun P(n+1) tai luvun P(n+5) kanssa. Olkoon s.y.t.(P(n+1), P(n+3)) = T.
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Silloin n+1 = 2 mod 7. Koska n+2 = 3 mod 7, luvulla P(n+2) ei ole yhteista alkutekijas
luvun P(n + 4) kanssa. Sulotuoksuisuuden mahdollistaa vain se, ettd P(n + 2):lla ja
P(n + 5):114 on on yhteinen alkutekijé 3; silloin on liséksi oltava n + 2 = 1 mod 3. Mutta
P(n + 4):114 ei talloin voi olla yhteistd alkutekijad P(n + 1) (ainoa mahdollisuus 3 ja
n+1=1mod 3), P(n+ 2):m (ainoa mahdollisuus 7 ja n +2 = 2 mod 7) eikd P(n + 3):
eikd P(n + 5):n kanssa. Vastaoletus johtaa samalla tavalla ristiriitaan myos tapauksessa
sy.t.(P(n+3), P(n+5)) =T1.

Kiinalaista jadnnoslausetta kayttamalla voidaan konstruoida sulotuoksuisia joukkoja
{P(n+1),..., P(n+6)}. Kun valitaan n niin, ettd n + 1 =7 mod 19, n +2 =2 mod 7
jan+3=1mod 3, niin P(n+ 1):11d ja P(n + 5):114 on yhteinen tekija 19, P(n + 2):1la ja
P(n + 4):114 yhteinen tekija 7 ja P(n + 3):1la ja P(n + 6):lla yhteinen tekija 3.

5. Liitutaululle kirjoitetaan yhtalo
(x—=1)(x—2)---(x—2016) = (x — 1)(z — 2) - - - (z — 2016),

missd kummallakin puolella on 2016 lineaarista tekijaa. Mika on pienin mahdollinen k,
jolla on mahdollista pyyhkia pois tasmalleen k kappaletta naista 4032 lineaarisesta te-
kijasta siten, etta yhtalon kummallekin puolelle jaa jaljelle ainakin yksi tekija ja etta
lopputuloksena syntyvallad yhtélolla ei ole reaalilukuratkaisuja?

Ratkaisu. Jos poistettavia tekijoitd on vihemmén kuin 2016 kappaletta, yhtalon molem-
mille puolille jaa jokin sama tekija ja yhtalolla on siis reaalilukuratkaisu. Siis & > 2016.
Osoitetaan, ettd k = 2016 on mahdollinen. Poistetaan vasemmalta puolelta tekijat x — a,
missa a = 0, 1 mod 4 ja oikealta puolelta tekijat x —b, missa b = 2, 3 mod 4. Tutkittavaksi
jaa nyt yhtalo p(x) = g(x), missé

p(x)=(r—2)(x—3)(x —6)(x—7)---(z —2014)(x — 2015),
g(z) =(z—1)(x —4)(x —5)(z — 8) --- (z — 2013)(x — 2016).

Jos z < 1 tai z > 2016, polynomien p ja q kaikki tekijat ovat samanmerkkisia. Koska
(r—a)(z—(a+1))—(z—(a—1))(z—(a+2)) = 2*—(2a+1)z+a(a+1)—(2°—(2a+1)z+(a’+a—2)) = 2,

on oltava p(x) > q(z). Yhtdlon p(z) = ¢(x) reaalijuurten on siis oltava valilla |1, 2016].
Jos 1 <x <2 3<z<4, ... tai 2015 < x < 2016, niin selvésti p(z) > 0 ja q(z) < 0.
Yhtéalolla p(z) = g(x) ei ole valeihin |1, 2[, |3, 4], ..., ]2015, 2016] kuuluvaa reaalijuurta.
Josd <x<H 8<x<9, ... tai 2012 < x < 2013, niin toistamalla edelld tapauksen
x > 2016 paattely nahdaan, etta

(z — 2014)(z — 2015).> (z — 2013)(z — 2016).



Téstd seuraa p(x) > q(x). Jaljella ovat vield tapaukset 2 < x < 3, 6 <z < 7, ...,
2014 < = < 2015. Tapauksen x < 1 paattelyn toistamalla saadaan epayhtalot

(r —4)(x —5) > (x —3)(x — 6)
(z—=8)(x—9) > (z—T7)(x— 10)
(1)

(z — 2012)(z — 2013)‘> (z — 2011)(z — 2014).

Liséksi kaikilla x pétee (z —1)(2016 —x) > (x — 2)(2015 — z). Kun tdmaé ja epayhtalot (1)
kerrotaan puolittain, saadaan —p(z) < —q(x). Yhtalolla p(x) = g(x) ei siis nytkddn ole
reaalilukuratkaisua.

6. Tasossa on n > 2 janaa siten, etta mitka tahansa kaksi janaa leikkaavat toisensa, ja mit-
kain kolme janaa eivat kulje saman pisteen kautta. Geoffin on valittava jokaisesta janasta
toinen sen paatepisteista ja asetettava sille sammakko niin, etta se katsoo janan toista
padtepistetta. Sitten han taputtaa kasiaan n — 1 kertaa. Joka kerta, kun han taputtaa,
jokainen sammakko valittomasti hyppaa eteenpdin janansa seuraavalle leikkauspisteelle.
Mikdan sammakoista ei koskaan vaihda hyppysuuntaansa. Geoff haluaisi asettaa samma-
kot siten, etta mitkaan kaksi niista eivat milloinkaan ole samassa leikkauspisteessa samaan
aikaan.

(a) Osoita, ettd Geoff voi aina toteuttaa toivomuksensa, kun n on pariton.
(b) Osoita, ettd Geoff ei koskaan voi toteuttaa toivomustaan, kun n on parillinen.

Ratkaisu. Piirretaan ympyra, joka sisaltaa kaikki janat, ja jatketaan janoja talle ym-
pyralle. Tilanne ei muutu, jos jokainen janan paatepiste korvataan pisteelld, jossa jatke

leikkaa ympyran. On siis 2n ympyran pistetta, jarjestyksessa Py, Ps, ..., Ps,. Koska jana
P, P, leikkaa kaikki muut janat, on P;:n ja P, vélissd on oltava n — 1 pistettd. Siis
a = n+ 1. Janat ovat PiP,+1, PoP,42, ..., P,Ps,. Tarkastellaan janoja P, P,11 ja

Py P, 5. Leikatkoot ne pisteessa X. Jos nyt jana P;Pn + j leikkaa janan P X, se leikkaa
myo6s janan P»X (koska suora P;P;,, ei leikkaa kaarta P;\PQ ). Janoilla Py X ja P,X on
siis yhta monta leikkauspistettd muiden janojen kanssa, joten pisteista P; ja P, lahtevat
sammakot tormaisivat pisteessa X. Kaksi sammakkoa ei voi lahtea vierekkaisisté pisteista.
Koska lahtopisteita on n kappaletta, niiden on oltava esimerkiksi Py, Ps, ... Ps,_1. Jos n
on parillinen, lahtopisteita olisivat seka P; etta P, 41, jotka kuitenkin ovat saman janan
paatepisteita. n ei voi olla parillinen.

Olkoon nyt n pariton. Sijoitetaan sammakot pisteisiin Py, P3, ..., Py, ... Py,_1. Leikat-
koot PP, 11 ja P;P,; pisteessa X. Pisteiden P; ja P; valissd on j — 2 eli pariton maara
pisteita. Janat PoP, o, ..., Pj_1P,4+;_1 leikkaavat kukin jommankumman janoista P X,
P;X. Janoilla Pi X ja P;X on siis yhteensa pariton maara leikkauspisteita. Nain ollen
Py:sté ja Pj:sta lahtevat sammakot eivat ole yhta aikaa pisteessa X. Sama patee tietysti
mista tahansa kahdesta pisteesta lahteviin sammakkoihin.



