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❚❡❤tä✈ä ✶✳ ▼äär✐t❡❧❧ää♥ ❥♦❦❛✐st❛ ❦♦❦♦♥❛✐s❧✉❦✉❛ a0 > 1 ❦♦❤t✐ s❛r❥❛ a0✱ a2✱ a2✱ ✳ ✳ ✳ s❡✉r❛❛✈❛st✐✿

an+1 =

{ √
an, ❥♦s

√
an ♦♥ ❦♦❦♦♥❛✐s❧✉❦✉✱

an + 3 ♠✉✉❧❧♦✐♥✱
❦❛✐❦✐❧❧❡ n > 0✳

▼äär✐tä ❦❛✐❦❦✐ s❡❧❧❛✐s❡t ❧✉✈✉♥ a0 ❛r✈♦t✱ ❥♦✐t❛ ❦♦❤t✐ ♦♥ ♦❧❡♠❛ss❛ s❡❧❧❛✐♥❡♥ ❧✉❦✉ A✱ ❡ttä an = A

äär❡ttö♠ä♥ ♠♦♥❡❧❧❛ ❧✉✈✉♥ n ❛r✈♦❧❧❛✳

❚❡❤tä✈ä ✷✳ ❖❧❦♦♦♥ R r❡❛❛❧✐❧✉❦✉❥❡♥ ❥♦✉❦❦♦✳ ▼äär✐tä ❦❛✐❦❦✐ s❡❧❧❛✐s❡t ❢✉♥❦t✐♦t f : R → R✱ ❡ttä
❦❛✐❦✐❧❧❡ r❡❛❛❧✐❧✉✈✉✐❧❧❡ x ❥❛ y ♣ät❡❡

f (f(x)f(y)) + f(x+ y) = f(xy).

❚❡❤tä✈ä ✸✳ ▼❡tsästä❥ä ❥❛ ♥ä❦②♠ätö♥ ❥ä♥✐s ♣❡❧❛❛✈❛t ♣❡❧✐ä ❡✉❦❧✐❞✐s❡❧❧❛ t❛s♦❧❧❛✳ ❏ä♥✐❦s❡♥ ❛❧♦✐t✉s♣✐st❡
A0 ❥❛ ♠❡tsästä❥ä♥ ❛❧♦✐t✉s♣✐st❡ B0 ♦✈❛t s❛♠❛t✳ ❑✉♥ ♣❡❧✐ä ♦♥ ♣❡❧❛tt✉ n−1 ❦✐❡rr♦st❛✱ ❥ä♥✐s ♦♥ ♣✐st❡❡ssä
An−1 ❥❛ ♠❡tsästä❥ä ♦♥ ♣✐st❡❡ssä Bn−1✳ P❡❧✐♥ n✳ ❦✐❡rr♦❦s❡❧❧❛ t❛♣❛❤t✉✉ ❦♦❧♠❡ ❛s✐❛❛ s❡✉r❛❛✈❛ss❛
❥är❥❡st②❦s❡ssä✿

✭✐✮ ❏ä♥✐s s✐✐rt②② ♥ä❦②♠ättö♠ä♥ä ❥♦❤♦♥❦✐♥ ♣✐st❡❡s❡❡♥ An✱ ❥♦❧❧❡ ❡tä✐s②②s ♣✐st❡✐❞❡♥ An−1 ❥❛ An ✈ä❧✐❧❧ä
♦♥ t❛s❛♥ ✶✳

✭✐✐✮ ❏ä❧❥✐t②s❧❛✐t❡ r❛♣♦rt♦✐ ♣✐st❡❡♥ Pn ♠❡tsästä❥ä❧❧❡✳ ❆✐♥♦❛ ❛s✐❛✱ ♠✐♥❦ä ❥ä❧❥✐t②s❧❛✐t❡ t❛❦❛❛
♠❡tsästä❥ä❧❧❡✱ ♦♥ ❡ttä ❡tä✐s②②s ♣✐st❡✐❞❡♥ Pn ❥❛ An ✈ä❧✐❧❧ä ♦♥ ❦♦r❦❡✐♥t❛❛♥ 1✳

✭✐✐✐✮ ▼❡tsästä❥ä s✐✐rt②② ♥ä❦②✈äst✐ ❥♦❤♦♥❦✐♥ ♣✐st❡❡s❡❡♥ Bn✱ ❥♦❧❧❡ ❡tä✐s②②s ♣✐st❡✐❞❡♥ Bn−1 ❥❛ Bn ✈ä❧✐❧❧ä
♦♥ t❛s❛♥ ✶✳

❖♥❦♦ ♠❡tsästä❥ä♥ ❛✐♥❛ ♠❛❤❞♦❧❧✐st❛ ✈❛❧✐t❛ s✐✐rt♦♥s❛ s✐t❡♥✱ ❡ttä r✐✐♣♣✉♠❛tt❛ s✐✐tä✱ ♠✐t❡♥ ❥ä♥✐s
❧✐✐❦❦✉✉ ❥❛ s✐✐tä✱ ♠✐t❦ä ♣✐st❡❡t ❥ä❧❥✐t②s❧❛✐t❡ r❛♣♦rt♦✐✱ ❤ä♥ ✈♦✐ 109 ❦✐❡rr♦❦s❡♥ ❥ä❧❦❡❡♥ ♦❧❧❛ ✈❛r♠❛✱ ❡ttä
❡tä✐s②②s ❤ä♥❡♥ ❥❛ ❥ä♥✐❦s❡♥ ✈ä❧✐❧❧ä ♦♥ ❦♦r❦❡✐♥t❛❛♥ 100❄

▲❛♥❣✉❛❣❡✿ ❋✐♥♥✐s❤ ❆✐❦❛❛✿ ✹ t✉♥t✐❛ ❥❛ ✸✵ ♠✐♥✉✉tt✐❛

❏♦❦❛✐♥❡♥ t❡❤tä✈ä ♦♥ ✼ ♣✐st❡❡♥ ❛r✈♦✐♥❡♥

Finnish (fin), day 1
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❚❡❤tä✈ä ✹✳ ❖❧❦♦♦t R ❥❛ S s❡❧❧❛✐s✐❛ ②♠♣②rä♥ Ω ❡r✐ ♣✐st❡✐tä✱ ❡ttä RS ❡✐ ♦❧❡ ②♠♣②rä♥ Ω ❤❛❧❦❛✐s✐❥❛✳
❖❧❦♦♦♥ ℓ ②♠♣②rä♥ Ω t❛♥❣❡♥tt✐s✉♦r❛ ♣✐st❡❡ssä R✳ P✐st❡ T ♦♥ s❡❧❧❛✐♥❡♥✱ ❡ttä S ♦♥ ❥❛♥❛♥ RT ❦❡s❦✐♣✐st❡✳
P✐st❡ J ✈❛❧✐t❛❛♥ ②♠♣②rä♥ Ω ❧②❤②❡♠♠ä❧tä ❦❛❛r❡❧t❛ RS s✐t❡♥✱ ❡ttä ❦♦❧♠✐♦♥ JST ②♠♣är✐ ♣✐✐rr❡tt②
②♠♣②rä Γ ❧❡✐❦❦❛❛ s✉♦r❛♥ ℓ ❦❛❤❞❡ss❛ ❡r✐ ♣✐st❡❡ssä✳ ❖❧❦♦♦♥ A ②♠♣②rä♥ Γ ❥❛ s✉♦r❛♥ ℓ s❡ ❧❡✐❦❦❛✉s♣✐st❡✱
❥♦❦❛ ♦♥ ❧ä❤❡♠♣ä♥ä ♣✐st❡ttä R✳ ❖❧❦♦♦♥ K s✉♦r❛♥ AJ ❥❛ ②♠♣②rä♥ Ω t♦✐♥❡♥ ❧❡✐❦❦❛✉s♣✐st❡✳ ❚♦❞✐st❛✱
❡ttä s✉♦r❛ KT ♦♥ ②♠♣②rä♥ Γ t❛♥❣❡♥tt✐✳

❚❡❤tä✈ä ✺✳ ❖❧❦♦♦♥ ❦♦❦♦♥❛✐s❧✉❦✉ N > 2 ❛♥♥❡tt✉✳ N(N + 1) ❥❛❧❦❛♣❛❧❧♦♥ ♣❡❧❛❛❥❛❛✱ ❥♦✐st❛ ♠✐t❦ää♥
❦❛❦s✐ ❡✐✈ät ♦❧❡ ②❤tä ♣✐t❦✐ä✱ s❡✐s♦✈❛t r✐✈✐ssä✳ ❙✐r ❆❧❡① ❤❛❧✉❛❛ ♣♦✐st❛❛ tästä r✐✈✐stä N(N − 1) ♣❡❧❛❛❥❛❛
s✐t❡♥✱ ❡ttä ❥ä❧❥❡❧❧❡ ❥ää✈✐❡♥ 2N ♣❡❧❛❛❥❛♥ s✉❤t❡❡♥ s❡✉r❛❛✈❛t N ❡❤t♦❛ ♣✐tä✈ät✿

✭✶✮ ❦✉❦❛❛♥ ❡✐ s❡✐s♦ ❦❛❤❞❡♥ ♣✐s✐♠♠ä♥ ♣❡❧❛❛❥❛♥ ✈ä❧✐ssä✱

✭✷✮ ❦✉❦❛❛♥ ❡✐ s❡✐s♦ ✸✳ ❥❛ ✹✳ ♣✐s✐♠♣✐❡♥ ♣❡❧❛❛❥✐❡♥ ✈ä❧✐ssä✱

✳✳✳

✭N✮ ❦✉❦❛❛♥ ❡✐ s❡✐s♦ ❦❛❤❞❡♥ ❧②❤✐♠♠ä♥ ♣❡❧❛❛❥❛♥ ✈ä❧✐ssä✳

❖s♦✐t❛✱ ❡ttä tä♠ä ♦♥ ❛✐♥❛ ♠❛❤❞♦❧❧✐st❛✳

❚❡❤tä✈ä ✻✳ ❏är❥❡st❡tt② ❦♦❦♦♥❛✐s❧✉❦✉♣❛r✐ (x, y) ♦♥ ♣r✐♠✐t✐✐✈✐♥❡♥ ♣✐st❡✱ ❥♦s ❧✉❦✉❥❡♥ x ❥❛ y s✉✉r✐♥
②❤t❡✐♥❡♥ t❡❦✐❥ä ♦♥ ✶✳ ❖❧❦♦♦♥ S ❛♥♥❡tt✉ äär❡❧❧✐♥❡♥ ♣r✐♠✐t✐✐✈✐st❡♥ ♣✐st❡✐❞❡♥ ❥♦✉❦❦♦✳ ❚♦❞✐st❛✱ ❡ttä ♦♥
♦❧❡♠❛ss❛ s❡❧❧❛✐♥❡♥ ♣♦s✐t✐✐✈✐♥❡♥ ❦♦❦♦♥❛✐s❧✉❦✉ n ❥❛ s❡❧❧❛✐s❡t ❦♦❦♦♥❛✐s❧✉✈✉t a0✱ a1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ an✱ ❡ttä ❥♦❦❛✐s❡❧❧❡
♣✐st❡❡❧❧❡ (x, y) ∈ S ♣ät❡❡

a0x
n + a1x

n−1y + a2x
n−2y2 + · · ·+ an−1xy

n−1 + any
n = 1.

▲❛♥❣✉❛❣❡✿ ❋✐♥♥✐s❤ ❆✐❦❛❛✿ ✹ t✉♥t✐❛ ❥❛ ✸✵ ♠✐♥✉✉tt✐❛

❏♦❦❛✐♥❡♥ t❡❤tä✈ä ♦♥ ✼ ♣✐st❡❡♥ ❛r✈♦✐♥❡♥

Finnish (fin), day 2


