Kansainvalisten matematiikkaolympialaisten tehtavien ratkai-
suja 1959-1974

Useimmat téassa koosteessa esitetyt ratkaisut perustuvat vuonna 1975 julkaistuun kokoel-
maan Kansainvaliset matematiikkaolympialaiset.

59.1. Olkoon n mielivaltainen luonnollinen luku. Osoita, ettd murtolukua

2In + 4
14n + 3

el voi supistaa.

Ratkaisu. Murtolukua voi supistaa vain, jos osoittajalla ja nimittajalla on ykkosta suu-
rempi yhteinen tekija. Etsitaan lukujen 21n+4 ja 14n-+3 suurin yhteinen tekija Eukleideen
algoritmin avulla:

2ln4+4=1-(14n+3) + (Tn+ 1),

14n+3=2-(Tn+1)+ 1.

Osoittajan ja nimittajan suurin yhteinen tekija on siis 1, joten murtolukua ei voi supistaa.

59.2. Milla reaaliluvuilla x ovat voimassa yhtalot

kun neliGjuuret ovat ei-negatiivisia?

Ratkaisu. Jotta juurilausekkeet olisivat reaalisia, on oltava 2z —1 > 0 jax—+/2z — 1 > 0.
1

Edellinen epayhtélo on tosi, kun x > 3 ja kun x > 0, jalkimmainen epayhtalo on sama

kuin 22 > 2z — 1 eli (x — 1)? > 0 ja siis tosi. Tehtévin yhtéiloiden vasemman puolen neli6
on

(¢m+m+¢x_m)2:zm+zm

{2 kun x <1,
4r — 2 kun z > 1.

=2(x+|z—1))

1
a) Kun 3 <z < 1, yhtalo toteutuu. Kun xz > 1, 4z + 2 > 2, eika yhtalo toteudu.
b) Yht&lo ei toteudu millddan x:n arvolla.

3
c¢) Yhtalo toteutuu, kun 4z + 2 = 4 eli kun x = 7"



59.3. Olkoon x kulma (so. reaaliluku). Olkoot a, b ja ¢ mielivaltaisia reaalilukuja. Luku
cos x toteuttaa toisen asteen yhtalon

acos’x +bcosz + ¢ = 0.

Johda sellainen toisen asteen yhtalo, jonka toteuttaa luku cos2x. Vertaa naita yhtaloita
tapauksessa a = 4, b =2 jac= —1.

Ratkaisu. Tunnetusti

1
cos? r = 5(005(29@) +1).

Jos y = cos(2x), niin y toteuttaa jommankumman yhtéloista

1 1
ia(y%—l)ib §(y+1)—|—c:0

ja siis joka tapauksessa yhtalon

2
1 +1
(§a(y+1)2+6) :beT

eli

a2

1 1
Zy2+ 3 (a2+2ac—b2)y+ 1 (a2+4ac+402 —2b2) =0. (1)
Josa=4,b=2jac=—1, (1) on4y®+2y—1=0eli ay? + by +c = 0. Tissi tapauksessa
cos z ja cos(2z) toteuttavat aina saman toisen asteen yht&lon.

59.4. Konstruoi suorakulmainen kolmio, kun sen hypotenuusa c tunnetaan ja kun hypo-
tenuusaa vastaan piirretty keskijana on kateettien geometrinen keskiarvo.

Ratkaisu. Thaleen lauseesta seuraa, etta suorakulmaisen kolmion hypotenuusaa vastaan
piirretty keskijana on kolmion ymparysympyran siade ja hypotenuusa on ymparysympyran
halkaisija. Jos konstruoitavan kolmion kateetit ovat a ja b, seuraa oletuksista ja Pythago-

raan lauseesta, etta
1
ab = ~c?
4

a? + b® = 2.

Siis 5
(a+b)* = 502
1
(a —b)* = 502
ja
3
a+b= 3¢
1
a—b=—c



Naista ratkaistaan

a= i(\/é—l— V2)e.

Jana /3¢ voidaan konstruoida piirtdmélld suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusa on
2¢ ja toinen kateetti ¢; Pythagoraan lauseen perusteella toinen kateetti on v/3c. Jana,
jonka pituus on V6e = \/5(\/50) on sellaisen nelion lavistaja, jonka sivu on V/3e. Samoin
saadaan jana v/2 sellaisen nelion lavistdjiang, jonka sivu on ¢. a 16ytyy puolittamalla janan
(V6 + v2)c puolikas. Tehtéiviin suorakulmainen kolmion suoran kulman kirki saadaan
viimein puoliympyran, jonka halkaisija on c ja halkaisijan paatepiste keskipisteena piirretyn
a-sateisen ympyran leikkauspisteena.

59.5. Janalta AB valitaan sisapiste M ja janat AM ja M B sivuina piirretadn neliét
AMCD ja M BEF samalle puolelle suoraa AB. Neliciden ympari piirrettyjen ympyroiden
keskipisteet ovat P ja (), ja ympyrat leikkaavat toisensa pisteissd M ja N. Suorat AF ja
BC leikkaavat toisensa pisteessa N'.

a) Osoita, ettd N = N'.

b) Osoita, ettd riippumatta pisteen M valinnasta

suora M N kulkee eraan kiintean pisteen kautta.

c) Maarita janan PQ keskipisteiden joukko, kun M

liikkuu janalla AB.

Ratkaisu. a) Koska AM = MC, MF = MB ja kul-
mat LZAMF ja ZCM B ovat suoria, kolmiot AMF' ja
CM B ovat yhtenevia (sks). Siis ZABN' = ZABC =
ZAF M, joten kolmiot ABN' ja AFM ovat yhden-
muotoisia (kk) ja edelleen ZAN'B ja siis my6s Z/FN'B
ovat suoria kulmia. Néin ollen N’ on sekd ympyralla,
jonka halkaisija on AC' ettd ympyréalla, jonka halkai-
sija on F'B. Mutta naiden ympyroiden yhteiset pisteet D
ovat N ja M.

b) Sovelletaan kehdkulmalausetta nelion AMCD ym-
parysympyraan. Sen perusteella ZMNC = ZMDC = A
45°. Koska N = N’ ja ZAN'B on suora, N on ym-

pyralla I', jonka halkaisija on AB. Leikatkoon N M r

taméan ympyran myos pisteessa S. Koska /BNS = S
ZMNC = 45°, piste S ei riipu M:n sijainnista janalla

AB. S on kaaren AB keskipiste.




c) Riippumatta M:n sijainnista puolisuorat AP ja

BQ muodostavat 45°:een kulmat suoran AB suh- F B
teen. Olkoon R néiden puolisuorien leikkauspiste. Sel- c
vasti PM||QR ja MQ|PR. Siis PMQR on suun- b
nikas. Koska suunnikkaan lavistajat puolittavat toi- L
sensa, PQ:m keskipiste G on myos RM:n keskipiste.
Kun M kéy lapi janan AB pisteet G kay lapi janan M

1J pisteet, missa [ ja J ovat janojen AR ja BR keski-

pisteet.

59.6. On annettu tasot P ja @, joiden leikkaussuora on ¢. Tason P piste A ja tason
Q piste C' eivat kumpikaan ole suoralla ¢. On konstruoitava tasakylkinen puolisuunnikas
ABCD niin, ettd AB ja CD ovat yhdensuuntaiset ja ettd ABC D:n sisdan voidaan piirtda
ympyra. Pisteen B tulee sijaita tasossa P ja pisteen D tasossa ().

Ratkaisu. Olkoot /4 ja f¢ sellaiset tasojen P ja @ suorat, ettd £4|[lc ja A € 4, C € Le.
Nyt pisteen B on oltava suoralla ¢4 ja pisteen D suoralla /. Tehtavaa voidaan siis
tarkastella konstruktiona suorien ¢4 ja - méaarittaméassa tasossa 7. Nelikulmion ABC' D
sisaan voidaan piirtaa ympyra aina ja vain, kun

AB + CD = BC + DA. (1)

Ajatellaan tehtdva ratkaistuksi. Olkoon A’ A:n kohtisuora projektio suoralla - ja C’
C'n kohtisuora projektio suoralla £4. Olkoon AC' = A'C = a, AA' = CC’' = b ja
C'B= A'D = z. Ehto (1) on nyt (a+z)+ (a—z) = 2v22 + b2 eli 22 = a® —b?. Tehtivalld
on ratkaisu, kun a > b. z voidaan konstruoida tunnetuista a:sta ja b:std Pythagoraan
lauseen avulla.

60.1. Maarita kaikki sellaiset kolminumeroiset luvut, etta kun ne jaetaan 11:1la, saadaan
luku, joka on sama kuin alkuperaisen luvun numeroiden nelididen summa.

Ratkaisu. Jos luku 100z + 10y + 2, 1 <z <9, 0 < y, z < 9, on jaollinen 11:lla, niin
xr—y+z=11k. Koska 8 <x—y+2<18, k=0taik=1. Jos k =0, niin y =z + 2.
Nyt z:n ja z:n on toteuttava yhtalo

110z + 11z = 11(2® + (2 + 2)? + 2%) = 22(2® 4+ x2z + 2?)

eli
10z + 2z = 2(2® + x2 + 22).

Luvun z on oltava parillinen, z = 2¢. Edellinen yhtilo saa muodon 5z +t = 22 + 2tx + 4t2
eli 22 + (2t — 5)z + t(4t — 1) = 0. Jotta yhtélolld olisi reaalisia ratkaisuja z, on oltava
(2t —5)% > 4t(4t —1) eli 12¢2 416t — 25 < 0. Epéyhtélon vasen puoli on kasvava t:n funktio
ja > 0, kun ¢t = 1. Siis t = 0 on ainoa mahdollinen; silloin z = 0, 10z = 222 eli x = 5 ja
y = x + z = 5. Luku 550 toteuttaa tehtavan ehdon.

Tarkastetaan sitten mahdollisuus k£ = 1. Nyt y = x + z — 11, ja tehtavan yhtalo on

100z +10(z + 2z — 11) 4+ 2z = 11(2% + (z + 2 — 11)* + 22).



Se sieventyy muotoon
222 +22% + 222 — 327 — 232 + 131 = 0.
Nahd&an, etta luvun z on oltava pariton. Olkoon z = 2t+1. Yhtalo sieventyy nyt muotoon
x? + (2t — 15)x + 4t% — 19t + 55 = 0.
Yhtéalolla on reaalisia ratkaisuja vain, jos
(2t — 15)% > 4(4t* — 19t + 55)
eli jos
0 > 12¢* — 16t — 5.
Ei-negatiivisista kokonaisluvuista ¢ taman epayhtalon toteuttavat vain t =0 jat = 1. Jos
olisit =0eliz=1,niiny =24+ 2—11 = z — 10; koska x < 9 ja y > 0, tama ei ole
mahdollista. Jos t = 1 eli z = 3, = toteuttaa yhtilon 22 — 13z + 40 = 0. Siis on oltava

xr =>5talix =8. x =5, 2z =3 johtaisi siihen, ettd y = x + 2 — 11 = —3. Mutta x = 8§,
y = 0, z = 3 on kelvollinen yhdistelméa: 803 on toinen yhtalon ratkaisu.

60.2. Milla x:n arvoilla on voimassa epayhtalo

472

(- VIt )

2<2m+9?

Ratkaisu. Jotta neliojuuri olisi reaalinen ja epayhtalon vasen puoli maaritelty, on oltava
1
1+2m20611m2—§ ja x # 0. Koska

422 4 (1+vIv20)” 2
(viTm) G-+ = (1+v1+2z)",

tehtavan epayhtalo on yhtapitava epayhtalon
14+2vV14+224+1+22<22+9

eli epayhtalon
49

7
\/1—|—2$<§: Z

49 45
kanssa. Viimeinen epayhtalo toteutuu, kun 1 4 2z < T eli kun = < 3 Epayhtalon

1
ratkaisuja ovat siis kaikki reaaliluvut x, joille patee ~5 <z<0taild <z < 3
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60.3. On annettu suorakulmainen kolmio ABC', jonka hypotenuusa BC on jaettu n:aan
yhtd suureen osaan (n on pariton luku). Oletetaan, ettd hypotenuusan keskipisteen si-
sdltdava osajana nakyy pisteesta A kulmassa «. Olkoon a kolmion hypotenuusa ja h sita
vastaava korkeus. Osoita, etta

4Anh

tanaq = — .
ana (n?2—1)a

Ratkaisu. Kolmion ABC' sivut ovat AB = ¢, BC' = a

ja CA = b, sivun BC keskipiste on M ja n = 2k + 1. ¢

Jos A1 As on se BC:n n:sté jakovilista, johon M kuu- L

luu ja A; on B:n ja M: valissa, niin LA3AA; = « y 2 QMA
k kE+1 1

ja BAy = CAy = “aja BAy = CA, = "2 oL E ﬂ\
n n

koot viela By ja By Aj:n ja As:n kohtisuorat projektiot ) qu % -

sivulla AC' ja C7 ja Cy Aj:n ja As:n kohtisuorat pro-
k

jektiot sivulla AB. (Kuvassa n =7.) Nyt AB; = —c,
n

k41 k41 k
ABy = "0 Acy = E e Ay, = Fb. siis
n n n
k+1b kb
ja

tan(£A3AB) — tan(£ A1 AB)
1+ tan(£LA2AB) tan(£A; AB)

tan o = tan(LAsAB — ZA1AB) =

krl k)0
ko k+1)c  ((k+1)2—k?)be
a 2 o k(k+1)(02+c2)
1+i—2 (k+1)(b* +¢?)

Kun otetaan huomioon Pythagoraan lause b? +c? = a? jase etti (k+1)2—k? =2k+1=n
ja 2k(2k+2) = (n —1)(n + 1) = n? — 1, saadaan

; 4dnbc
anq = ————.
(n?2 —1)a?

On helppo néhdé (vaikkapa laskemalla kolmion ala kahdella tavalla), ettd bc = ah. Kun
tama sijoitetaan edelliseen yhtaloon, saadaan vaite.

60.4. Konstruoi kolmio ABC, kun tunnetaan h,, hy ja mg. (hg ja hy ovat sivuja a ja b
vastaavat korkeudet ja m, sivua a vastaava korkeus.)



Ratkaisu. Valitaan jokin piste A’ sivun BC' keskipis-
teeksi ja A’:n kautta kulkeva suora f suoraksi, jolla
B ja C ovat. Piste A on nyt /:n suuntaisella ja etai-
syydelld h, f:sta olevalla suoralla £; ja A’-keskiselld
mg-sateisella ympyralla I'; molemmat voidaan piirtaa
ja valita jokin niiden yhteinen piste pisteeksi A. (On
oltava h, < m,.) Koska B:n etiisyys suorasta AC' on
hy ja A’ on janan BC' keskipiste, pisteen A’ etdisyys

1 1
suorasta AC on §hb. Suoran AC' on siis oltava A’-keskisen ja ihb-séteisen ympyran [’y
tangentti. Koska AB; 1 A’Bj, tangentin sivuamispiste B; on AA’-halkaisijaisen ympyran
ja I'1:n leikkauspiste. Se voidaan piirtda, jos m, > §hb. Kolmion kéarki C' on suorien AB;

ja £ leikkauspiste ja kéarki B se ¢:n piste, jolle A’ on BC':n keskipiste.

60.5. On annettu kuutio ABCDA'B'C'D’.

a) Madrita janojen XV keskipisteiden joukko, kun X
kdy lapi janan AC' ja V janan B'D’ pisteet.

b) Maééritad janojen XV niiden pisteiden Z joukko, Py

jotka toteuttavat ehdon ZV =2 - X Z. ({.y S
Ratkaisu. a) Olkoot M, N, P ja Q kuution tahkojen kT ,
ABB'A’, BCC'B', CDD'C’, ja DAA’D’ keskipisteet. A VA e C
Taso 7 = M N PQ on suorien AC' ja B’D’ suuntainen LX
ja yhta etaalla molemmista. Janojen XV keskipisteet AT B

Y ovat kaikki tassa tasossa. Osoitetaan, ettd ne ovat juuri nelion M N P(Q) pisteet. Taso
ACB’ leikkaa tason 7 pistkin suoraa M N ja taso ACD’ pistkin suoraa QP. Kolmion
B'D’X sivujen B’X ja D'X keskipisteet X ja X5 ovat suoralla M N ja QP. Koska janan
XV keskipiste Y on janalla X; X5, se on suorien M N ja QP valissid. Samoin osoitetaan,
ettd Y on suorien M@ ja NP valissd. Se on siis neliossia M N P(@Q). Kéantaen, jos Y on
jokin nelion M N P() piste, niin Y on jollakin janalla X; X5, missa X; on janalla M N ja X5
janalla PQ, ja X1X2||QM| | B'D’. Yhdensuuntaisten suorien X;Xs ja B'D’ méaarittdma
taso leikkaa suoran AC jossain janan AC pisteessid X. Suora XY leikkaa D’B’:n jossain
pisteessa V. Nyt Y on janan XV keskipiste.

b) Olkoot M', N', P’ ja Q' pisteet, jotka jakavat janat AB’, CB’, C D' ja AD' suhteessa 1 :
2. Aivan samoin kuin a-kohdassa nahdaén, etta kysytty joukko on suorakulmio M’'N'P’'Q)’.

60.6. On annettu ympyrakartio, kartion sisaan piirretty pallo ja pallon ympari piirretty
lieri6, jonka pohja on samassa tasossa kuin kartion pohja. Kartion tilavuus on V3 ja lierion
V5.

a) Osoita, ettd ei voi olla Vi = V5.

b) Maarité pienin luku k, jolle on voimassa Vi = kVs, ja konstruoi tété tapausta vastaava
kartion huippukulma.



Ratkaisu. Olkoon kartion korkeus on h, sivuviiva s ja
pohjan sade p ja kartion sisaan piirretyn pallon sade 7.
Kartion korkeussuoraa pitkin tehdysta tasoleikkauk-
sesta nahdaan heti, etta

Tasta ratkaistaan

_phh
Cp+s  14a’

r

kun merkitasn > = . Nyt V; = %WhpQ ja Vo = 2r - mr2, joten

Vi hp*  hp*  pP(14a2)  (L+2)  (L+w)?
Vo 6r3  6h>  h? S 6(x2—1)  6(x—1)
(1+x)3

silla h? = 52— p? = p?(22 —1). Jos olisi V; = Vs, olisi siis 1+ 2z + 22 = 62 — 6; tilli toisen
asteen yhtalolla ei kuitenkaan ole reaalisia juuria.

1 2
b) Suhde n minimoituu silloin, kun d+2)7
2 T —

minimoituu. Koska

(+2)? @+@-DF :(x—1)+4+%: (\/ﬁ— 2 )2+8,

r—1 r—1 x—1

s
funktion pienin arvo saadaan, kun z — 1 = 2 eli 3 = x = —. Taman perusteella voidaan

helposti konstruoida kysytty huippukulma.

60.7. On annettu tasakylkinen puolisuunnikas, jonka kannat ovat a ja b ja korkeus h.

a) Konstruoi sellainen puolisuunnikkaan symmetria-akselin piste P, josta molemmat
puolisuunnikkaan kyljet nakyvat suorassa kulmassa.

b) Maaritd tdmén pisteen etdisyys jommastakummasta puolisuunnikkaan kannasta.

c¢) Milloin konstruointi on mahdollinen? (Tarkastele mahdollisia tilanteita.)



Ratkaisu. Pisteet, joista jana nakyy suorassa kul-
massa, ovat ympyralla, jonka halkaisija on kyseinen
jana. Olkoon ABCD tasakylkinen puolisuunnikas,
BC = AD, ja olkoon AB = a, CD = b. Leikatkoon
puolisuunnikkaan symmetria-akseli AB:n pisteessa M
ja C'D:n pisteessd N. Jos nyt AD-halkaisijaisella ym-
pyralla I' ja suoralla M N on yhteinen piste P, se on
vaadittu. Kolmiot APD ja BPC ovat symmetrian
perusteella yhtenevia ja ZAPD on suora. Siis my0s
/ZBPC on suora, ja puolisuunnikkaan molemmat kyl-
jet nakyvat P:sta suorassa kulmassa.

b) Olkoon puolisuunnikkaan korkeus M N = h ja PN = z. Suorakulmaisissa kolmioissa
PMB ja CNP on ZMBP = ZNPC (vastinkyljet kohtisuorassa toisiaan vastaan.) Kol-
miot ovat yhdenmuotoiset (kk). Siis

PN BM ) 3¢
NC _ wmp '

x toteuttaa siis toisen asteen yhtélon

1
mQ—hm+Zab=0;

xr =

<h +/h2 = ab) .

N —

c¢) Pythagoraan lauseesta saadaan

1
AD? = h? + (- b)?

1
Janan AD keskipisteen etéisyys suorasta M N on Z(a +b). I' ja MN leikkaavat, jos ja

vain jos

1 1 1
_ < = 2 _ _ 2‘
4(a+b)_2\/h +4(a b)

Epéyhtilo sieventyy muotoon h? > ab.
61.1. Ratkaise yhtaloryhma
rt+yt+z=a
2?4y 427 =0

ry = 22,

kun a ja b ovat eri lukuja. Mika ehto a:n ja b:n tulee tayttaa, jotta x, y ja z olisivat
positiivisia ja eri suuria?
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Ratkaisu. Kun kolmas yht#lé kahdella kerrottuna lisitééin toiseen, saadaan (z + y)% =
z? + b?. Ensimmiisen yhtdlén mukaan (x + y)? = (a — 2)?, joten on oltava a® — 2az = b.
Jos a =0, on b = 0, ja toisen yhtalon perusteella x = y = z = 0 on ryhmén ainoa ratkaisu.
Oletetaan siis, ettd a # 0. Silloin
2 _ b2
a
2a

Kun tama sijoitetaan ensimmaiseen ja kolmanteen yhtaloon, saadaan z:lle ja y:lle valtta-
maton ehto

z =

a? + b2
2a

a? — b? 2
xy:( - )

Kun tama tavanomainen toisen asteen yhtalopari ratkaistaan, saadaan

r+y=

1
r= <a2 402+ /10a20% — 3a* — 3b4>
a

1
y=1 <a2 + b2 F /102202 — 3at — 3b4) ,
a

missa ylemmat ja alemmat etumerkit vastaavat toisiaan. Kokeilemalla nahdaan heti, etta
saatu valttamaton ehto on myos riittava, ts. saadut x, y, z toteuttavat tehtavan yhtalo-
ryhmén.

Ratkaisu on reaalinen, jos 10a2b? —3a* — 3b* > 0. Tavanomaisella toisen asteen polynomin
tarkastelulla nahdaan, etta ehto toteutuu, jos ja vain jos

<

b2
?SB'

Wl

Jotta ratkaisut olisivat positiivisia, on valttdmétta oltava a > 0 ja a > |b|. TAalléin myos
(a® + b*)? — (10a?b? — 3a? — 3b?) = 4(a? — b?)? > 0, joten ehto on myds riittava. Ehdon
vallitessa on myo6s x # y; koska z on x:n ja y:n geometrinen keskiarvo, on vield x # z # y.
Valttamaton ja riittava ehto sille, etta ratkaisut olivat positiivisia ja keskendan eri suuria,
on siis |b] < a < v/3|b|.

61.2. Kolmion pinta-ala on A ja sen sivujen pituudet ovat a, b ja c¢. Osoita, ettd on

voimassa epayhtalo
a’ +b% + 2 > 4AV3.

Milla ehdoilla vallitsee yhtasuuruus?

1
Ratkaisu. Merkitddn p = i(a + b+ c¢). Heronin kaavan A = /p(p —a)(p — b)(p — ¢)

perusteella
1642 = (a+ b+ c)(—a+b+c)a—b+c)(a+b—c) = ((a+b)* =) (S — (a—1b)?))

= (a® 4+ b* — ¢® 4 2ab)(2ab — (a® + b* — ¢?)) = 4a*b* — (a® +b* — ¢?)?
= 2a°b? 4 20%c% + 2c%a® — a* — b — ¢t = (a® + b2 + )% = 2(at + b + ).
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Aritmeettisen ja nelitllisen keskiarvon epéayhtalon nojalla

a? +b% + 2 < [a* + b* + ¢*
3 - 3

eli

1
a* + ot 4t > g(a2 + b2 + )2,
Siis 5 .
1642 < (a®> +b* + %) — g(a2 +0*+ %) = g(a2 + 0% + ).
Tama on yhtapitavasd vaitteen kanssa. — Aritmeettisen ja neliollisen keskiarvon vélisen

epayhtalon yhtasuuruusehto on keskiarvon muodostavien lukujen yhtasuuruus. Epayhta-
lossa vallitsee yhtasuuruus, kun kolmio on tasasivuinen.

61.3. Ratkaise yhtdl6 cos™ x —sin" x = 1, missa n on mielivaltainen positiivinen kokonais-
luku.

Ratkaisu. Jos n on parillinen, niin cos™ x < 1 ja sin" x > 0, joten yhtalo toteutuu vain,
kun | cosz| =1 ja sinz = 0 eli kun = mmr, m kokonaisluku. Jos n on pariton ja x yht&lon
ratkaisu, niin

cos"r=14sin"z>0 ja sin"x=cos"x—1<0,

joten
cos" x —sin" x = |cos z|" + |sinz|" = 1.

Mutta jos 0 < |cosz| < 1ja 0 < |sinz| < 1, niin
|cosz|™ + | sinz|™ < cos® x +sin? z = 1,

kun n > 2 ja

1+ [tanz| |14 2|tanz|+tan®x

V1+tanle 1+ tan®x

Ratkaisuja on vain, kun cosz = 1 ja sinz = 0 eli kun x = 2ms tai kun cosz = 0 ja

> 1.

|cosx| + |sinz| = | cosx|(1 4+ |tanz|) =

1
sine = —1lelix = —§7r + 2mm. — Saadut valttamattomat ratkaisun ehdot ovat selvasti
myos riittavia.
61.4. On annettu kolmio Py P, P5 ja sen sisapiste P. Suorat PP, P, P ja P3P leikkaavat
sivut Py Ps, P3Py ja Py P, pisteissd 1, Q2 ja Q3. Osoita, etta suhteiden

PP PP PP
, a
PQ," PQ- ) PQs

joukossa on ainakin yksi, joka ei ole suurempi kuin 2 ja ainakin yksi, joka ei ole pienempi
kuin 2.
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Ratkaisu. Olkoon T kolmion P; P, P53 alaja Ty, Ts, T3
kolmioiden PPQPg, PP3P1 ja PP1P2 alat. Olkoon hZ P
kolmion Py P, P3 P;:sté piirretty korkeusjana ja hl kol-
mion PP;Py, j # i # k, P:sta piirretty korkeusjana.

Silloin I
h, PQ _  PQ 1 g
hz_Py,Qz_PPZ—FPQz_l_'—PPZ. Py Q1 Py

PQ;

Samakantaisten kolmioiden P; P; Py, ja PP; P}, alojen suhde on niiden korkeusjanojen suhde.

Nain ollen
- 23: T _Ti+ T2 + T
=1 T N

=1.

Mw

111—{—

.
I

PQZ

Mutta tama on mahdollista vain, jos edellisen yhtaloketjun ensimmaisen summan kolmesta

yhteenlaskettavasta ainakin yksi on > 3 ja ainakin yksi on < 3 Toisin sanoen ainakin

" on enint#in 2 ja ainakin yksi ainakin 2.
i

yksi luvuista

61.5. On konstruoitava kolmio ABC', kun tunnetaan sivujen AC' ja AB pituudet b ja
¢ seka kulman /AMB, missd M on sivun BC' keskipiste, suuruus w. Oletetaan, etta
w < 90°. Osoita, etta tehtava voidaan ratkaista silloin ja vain silloin, kun

btang <c<b.

Misséa tapauksessa edellisessa epayhtalossa on voimassa yhtasuuruus?

Ratkaisu. Aloitetaan konstruktio janasta AB =
Piste M on silla ympyralla I'y, josta AB nakyy kul-
massa w. Ympyran ['; voi piirtda esimerkiksi pirta-
malla ensin jonkin kolmion ABC’, jossa /BC'A = w
ja sitten talle ympéarysympyran. Olkoon O I'1:n kes-
kipiste. Nyt piste C' on puolisuoralla BM ja BC = =~
2-BM. C on siis M:n kuva B-keskisessd homotetia-
kuvauksessa, jonka suurennussuhde on 2. Tallaisessa
kuvauksessa O kuvautuu puolisuoran BO ja ympyran ' P
I'; leikkauspisteeksi O’ ja 'y O’-keskiseksi ympyréksi

I's; C on talla ympyralla. C' on myos A-keskisella b-sateiselld ympyralla I's, joten C on
I's:n ja 's:n leikkauspiste. Kolmio ABC on konstruoitu.

Konstruktio onnistuu vain, jos I's ja I's leikkaavat toisensa. Talloin on oltava ¢ < b ja
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b < AO’ + O'B. Suorakulmaisessa kolmiossa O’ AB on /BO'A = w, joten on oltava

1
2ccos? | =w
c cosw+ 1 2 c
b<ccotw+ =c =

sin.w sin.w _2sin 1 W COS lw _tan lw |
2 2 2

Yhtasuuruuden ehto on esimerkiksi se, ettd b on sama kuin kolmion O’AB kateettien
summa.

61.6. On annettu taso € ja kolme pistettd A, B ja C, jotka ovat samalla puolella tasoa
e, mutta eivit ole samalla suoralla. Pisteiden A, B ja C kautta kulkeva taso ei ole tason
e suuntainen. Olkoot A’, B’ ja C' tason e mielivaltaisia pisteitad. Janojen AA’, BB’ ja
CC' keskipisteet ovat L, M ja N, ja kolmion LM N painopiste on G. (Ne pisteet A’, B’
ja C', joille LM N ei ole aito kolmio, jatetadn ottamatta huomioon.) Ma&drita pisteiden G
joukko, kun A’, B’ ja C' liikkuvat toisistaan riippumatta tasossa c.

Ratkaisu. Sijoitetaan origo O tasoon €. Merkitaan pisteen X paikkavektoria 7x:1la. Pis-
teiden silloin

— — — — — — . 1 — —
TLZE(TA—FTA/), TM:§(7“B+T’B/> ja N:§(T0+TC/).
Kolmion LM N painopisteen G paikkavektori on

TG = g(TL+7“M+?“N) = E(TA—I—TB + 7)) + U,
missa
?7: E(FA/ +FB/ +FC/)

on tason € suuntainen vektori. Piste G on siis aina tasossa €1, joka on tason € suuntainen

ja kulkee sen pisteen G’ kautta, jonka paikkavektori on 7o = E(F A+ 75 + 7). Koska

1 1
kolmion ABC' painopisteen P paikkavektori on 7p = g(F A+ T+ 7o), Tar = 577 .

Osoitetaan vield, ettéd kaikki tason €, pisteet G ovat jonkin kolmion LM N painopisteita.

Olkoon siis g = Tgr + U = §Fp + ¥, missa ¥ on jokin tason € vektori. Olkoon P’ se e:in
—

piste, jolle 7p: = 27. Olkoon vield @ = P'P = —2u+7p. Olkoot sitten A’, B, C' ne e-tason

pisteet, joissa pisteiden A, B, C kautta kulkevat PP’:n suuntaiset suorat leikkaavat e:in.

Silloin ¥4 = T'ar +tat, T8 = T + tpi, rc = For + tcu joillain positiivisilla reaaliluvuilla
ta, tg, tc. Koska

ta+tp+ic
—3 u

. L.
TpZ—(?“A—FTB—Frc):

+ L 4y 4 o)
3 37‘A/ rp ro

ja summan jalkimmainen vektori on tason € suuntainen, on oltava t4 +tp +tc = 3 ja

]' — — — —
g(’l‘A/ +rp —f-?“C/) = 27.
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Kolmion LM N painopiste on G, missé

. 1, 1 . 1., 1 1, 1, . R
ran = g(TA/ + §tAu+rB/ + §tBu—|—T’C/ + §tCU> = 5“"‘ g(TA’ + 7 +7Cr)

I . . 1, .
:—U+§TP+TA/+TB/+TC/>:§TP+U:TG.

Tason &7 mielivaltainen piste on siis erdan kolmion LM N painopiste.

62.1. Maarita pienin luonnollinen luku n, jolla on seuraavat ominaisuudet:

a) Sen kymmenjérjestelméesityksen viimeinen numero on 6.

b) Kun tdm& viimeinen numero 6 pyyhitddn pois ja kirjoitetaan muiden muuttumatto-
mina sailyneiden numeroiden eteen, saadaan luku 4n.

Ratkaisu. Olkoon n = 102+ 6, missé = on jokin k-numeroinen luku. Silloin 6-10%*! + 2 =

4dn = 40z + 24 eli

13

10F+ — 4 = -5 -

Luvun 10*T1 —4 = 99...96 on oltava jaollinen 13:1la. Etsitééin pienin 10:n potenssi, joka
on = 4 mod 13. Kun lasketaan modulo 13, niin 10 = -3, 102 =9 = —4, 103 = 12 = —1,
10 = (=3) - (—1) = 3 ja 10° = —9 = 4. Etsitty luku on siis n = 153846.

62.2. Maarita kaikki reaaliluvut x, jotka toteuttavat epayhtalon

1

Ratkaisu. Jotta juurilausekkeet olisivat reaalisia, on oltava 3 —z > 0 jax + 1 > 0 eli
—1 < x < 3. Epayhtalon vasen puoli on positiivinen vain, jos 3—x >z +1eli z < 1. Kun
—1 < x < 1, tehtavan epayhtalo on yhtapitava epayhtalon

1

(\/3—w—\/x+1)2>1

eli

% >2/(3—xz)(z +1)

kanssa. Koska taman epayhtalon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, saadaan yhtapitava
epayhtélo korottamalla edellinen epayhtélo puolittain toiseen potenssiin. Sievennyksen

jalkeen tama epayhtalo on

33

2

-2 — > 0.
T m—|—64>

Taman tavanomaisen toisen asteen epayhtalon ratkaisuja ovat ne z, joille

1 1
:c<1—g\/31 tai x>1+§\/31.

Alkuperiisen epayhtélon toteuttavat kaikki ne reaaliluvut x, joille on voimassa —1 < x <

1
1- g\/?)l.
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62.3. On annettu kuutio ABCDA'B'C'D’ (ABCD ja
A'B'C'D’ ovat vastakkaisia sivutahkoja ja AA’, BB’, Dy ' (!
CC’ sekd DD’ yhdensuuntaisia sdrmié). Piste X liik- |
kuu tasaisella nopeudella pitkin nelion ABCD piiria ] ‘
kirjainten osoittamassa jarjestyksessa ja piste Y liik- ! N
kuu samalla nopeudella pitkin nelion B'C’'C B piiria. u,'
Kumpikin piste lahtee liikkeelle samalla hetkella alku- D‘ fffffff S
pisteistd A ja B'. Méarita janan XY keskipisteen ura. ]

A

4 X B

Ratkaisu. Valitaan ajan ja pituuden yksikot niin, ettd kuution sarmén pituus on 1 ja
. -3 - Y = - - . T2 - .

pisteen nopeus on 1. Olkoon AB =i, AD =i, AA" = k. Jos AX =4 ja AY = ¥ ja janan

—
XY keskipiste on Z sekd AZ = 0, niin tehtavassa kuvailtu pisteiden liike on seuraava:

@ 7 @
0<t<1 ti i+ k4t %(W}H%(ﬂf)
1<t<2 i+(t-1F T4+ +k—(t-1k Z+%(3+*)+%(5—7)
2<1<3 i+j—(t—2JF  i4i—(t—2)] ?+*—t;2(?+5’)
3<i<4 Jo(t-3) Pt 3)F S0+ -G R

1 — -
Piste Z kiertéa siis murtoviivan, jonka kéarkipisteisiin A:sta piirretyt vektorit ovat 5 (i+k),

-,

i+ 5(] +k),i+7ja i(z + 7). Pisteet ovat M, N, C ja P, missid M on nelion ABB'A’,
N nelion B’BCC" ja P nelion ABCD keskipiste.
62.4. Ratkaise taydellisesti yhtalo

cos® z + cos?(2x) + cos?(3z) = 1.

Ratkaisu. Koska cos(3z) = cos(2z + z) = cos(2z) cosz — sin(2z)sinz = (2cos®x —
1)cosz —2coszsin®z = 2cos® & — cosz — 2 cosz + 2 cos® 2 = 4 cos® 2 — 3 cos x, ratkaistava
yhtalo on sama kuin

cos’z +4costy —4cos®x+1+16cos® z —24cos*z + 9cos’z =1

eli
16 cos® 7 — 20 cos* z + 6cosx = 0.

2

1
Yhtéalo patee, jos cos®x = 0 eli jos x = 57 + km, k kokonaisluku, tai jos

8cos*xz —10cos’z +3 = 0.
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Tuntemattoman cos? x toisen asteen yhtalosté ratkaistaan

cosx = 1 tai  cos’x = 3
2 4

Yhtalon ratkaisuja ovat siis myos

1 k 1
.CC:ZW—FEW, ja :c:i67r+k7r,

k kokonaisluku.

62.5. Ympyran kehalld K on annettu kolme pistettd A, B ja C. Konstruoi sellainen kehan
K piste D, etta ABCD on tangenttinelikulmio.

Ratkaisu. Nelikulmio ABC'D on tangenttinelikulmio,
jos ja vain jos AB+CD = BC+ AD. Jos AB = BC,
piste D on kolmion ABC' ympérysympyran kaarista
AC se, jolla B ei ole, keskipiste. Voidaan olettaa,
ettdi AB > B(C. Pisteen D tulee toteuttaa ehto
AD — CD = AB — BC. Jos konstruktio on suoritettu
ja E on se AD:n piste, jolle ED = DB, niin kolmio
CDE on tasakylkinen ja AF = AB — BC. Kolmion
CDEF kantakulma ZDFEC maaraytyy yksikésitteisesti
kulmasta ZC'DA ja viimemainittu kulma taas — koska
ABCD on jannenelikulmio — kulmasta ZABC'. Konstruktio voidaan nyt tehda seuraa-
vasti. Valitaan jokin kolmion ABC ympéarysympyran kaaren AC piste D’. Olkoon E’ se
janan AD' piste, jolle D'E’ = D'C. Silloin CD'E’ on tasakylkinen ja ZAE'C = ZAEC.
Piirretaén kolmion ACE’ ympéarysympyra. Nyt F on se tdmén ympyran kaaren AE'C
piste, jolle AE = AB — BC'. Jos F on se janan AB piste, jolle BF = BC, niin E on
A-keskiselld F':n kautta kulkevalla ympyrélla. Kun E on 16ydetty, D saadaan puolisuoran
AF ja kolmion ABC ymparysympyran leikkauspisteena.

62.6. Tasakylkisen kolmion ympari piirretyn ympyran siade on r ja sisadn piirretyn ym-
pyran sdde on p. Todista, ettd ympyrdiden keskipisteiden vélinen etdisyys on \/7(r — 2p).

Ratkaisu. Olkoon ABC' tasakylkinen kolmio, AB =
AC. Olkoon ABC'n sisaympyréan keskipiste I ja ym-
parysympyran O. Ymparysympyran A:sta piirretyn
halkaisijan toinen péatepiste on D. Silloin Al = r
r+yja ID = r Fy, missa ylemmaéit ja alemmat
etumerkit liittyvat toisiinsa. Joka tapauksessa siis

Al - ID = r" — y?. Kehikulmalauseen perusteella
/BDA = Z/BCA ja kolmion ABI kulman vieruskul-

1
mana /BID = /ABI+/IAB = i(LABC'—i—ACAB)

c
(AI ja BI ovat kolmion kulmanpuolittajia). Kolmion @/
kulmasummalauseen perusteella on oltava /I BD =

= Q
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1
i(AABC' + ZCAB). Kolmio BDI on siis tasakylkinen, ID = BD. Suorakulmaisesta

kolmiosta ABD saadaan BD = 2rsin(£BAD) ja jos E on I:n kohtisuora projektio sivulle
AB, niin suorakulmaisesta kolmiosta AEI vastaavasti

B Al
P = Sin(/BAD)
Siis AI-ID = AI-BD = 2pr, ja viite seuraa. [Tehtévi on erikoistapaus tunnetusta Eulerin
lauseesta, jonka mukaan tehtévéan tulos patee mille tahansa kolmiolle. Sama todistus toimii
yleisessd tapauksessa pienin muutoksin.]

62.7. On annettu tetraedri SABC, jolla on seuraava ominaisuus: on olemassa viisi palloa,
joista jokainen sivuaa sdrmia SA, SB, SC, AB, BC ja C'A tai niiden jatkeita.

a) Todista, ettd tetraedri on sdanndéllinen

b) Todista, ettd jokaista sddnnéllisté tetraedria kohden on olemassa viisi kuvatun kal-
taista palloa.

Ratkaisu. a) Koska on enintdén yksi pallo, joka sivuaa tetradrin kolmen sérmén jatkeita
ja kolmea muuta sarmaa, yksi viidesta pallosta, sanokaamme Py, sivuaa jokaista tetraedrin
kuutta sirméa. Olkoon Pg se palloista, joka sivuaa sarmien SA, SB ja SC jatkeita. Pallon
Po ja tetraedrin sivutahkojen leikkaukset ovat sivutahkokolmioiden sisaympyroita. Pallon
Ps ja tason ABC' leikkaus on kolmion ABC' sisdympyra ja saman pallon ja tason SAB
leikkaus on kolmion SAB sivua AB ja sivujen SA ja SB jatkeita sivuava sivuympyra. Nyt
kolmioiden ABC' ja SAB sisdympyrét sivuavat sivua AB samassa pisteessé (joka on Py:n
ja AB:m sivuamispiste ja kolmion SAB mainittu sivuympyré ja kolmion ABC sisdympyra
sivuavat toisiaan samassa pisteessi (joka on Pg:n ja AB:n sivuamispiste. Téstd seuraa,
ettd kolmion SAB sisdympyra ja kiarkeen S liittyva sivuympyré sivuavat AB:td samassa
pisteessd, P. Olkoon SA = b, SB = a, AB = s ja 2p = a + b+ s. Tunnetusti (ja niin
kuin on helppo laskea) BP = p — a, jos P:té pidetddn sisdympyrén sivuamispisteend ja
BP = p — b, jos P:ta pidetdan sivuympyran sivuamispisteena. Siis b = a, eli kolmio
SAB on tasakylkinen. Sama tarkastelu voidaan tehdd minka tahansa kahden tetraedrin
samasta karjesta lahtevan sarman suhteen, joten kaikki sarmat ovat yhta pitkia ja tetraedri
on saannollinen.

b) Sdanndllisen tetraedrin painopiste G on yhté etdilla tetraedrin kérjistd, ja on helppo
nahda, etta se on myos yhta etaalla tetraedrin sarmista; painopisteen kohtisuorat projektiot
sarmilld ovat sarmien keskipisteitd. Pallo Py, jonka keskipiste on G ja joka sisdltaé sarmien
keskipisteet, on pallo, joka sivuaa kaikkia tetraedrin kuutta sarmaa. Homotetia, jonka
keskus on tasasivuisen kolmion kérki ja suurennuskerroin 3, kuvaa kolmion sisdympyran
sivuympyraksi. Téaten homotetia, jonka keskus on mika hyvansa sadnnollisen tetraedrin
neljasta karjesta ja suurennuskerroin 3, kuvaa Py:n palloksi, joka sivuaa tetraedrin kolmea
sarmaa ja kolmen muun jatkeita. Vaadittuja palloja on siis viisi.

63.1. Maarita kaikki reaaliluvut x, jotka toteuttavat yhtalon

\/mQ—p+2\/x2—1:x,

missa p on reaalinen parametri.
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Ratkaisu. Oletetaan, ettd = on yhtdlon ratkaisu. Silloin || > 1 ja
22 +p+4(x? — 1) +2¢/(22 — p)(a2 — 1) = 22

ja
16(2% — p)(z® — 1) = (4(2® — 1) — p)°

Viimeinen yhtalo sievenee edelleen muotoon
8(2 —p)a* = (p—4)%.
Siis p < 2 ja
4—p
VB2 —p)

Koska alkuperaisen yhtalon vasen puoli on ei-negatiivinen, vain +-merkki on mahdollinen.

4 —
On viela tarkastettava, onko saatu valttaméaton ehto riittava. Kun x = Tp), on
-D
4—p)?—16p+8p* (3p—4)? 4—p)*—-16+8 2
2 _p= AP p+8p° _ (Bp—4) ia 21 4-p +8p_  p
8(2—-p) 8(2—p) 8(2—p) 8(2—-p)

Tehtavan yhtalo on yhtapitava yhtalon
Bp—4[+2lp| =4—-p

4
kanssa. Kun p < 0, yhtalo on —5p + 4 = 4 — p ja siis epatosi. Kun 0 < p < 3 yhtalo on

4
—3p+4+2p =4 —p jasiis tosi. Kun 3 <p<2 yhtiloon 3p—4+2p=4—pelidp=14ja
4—p
V8(2 —p)
63.2. Maarita niiden avaruuden pisteiden joukko, jotka ovat sellaisen suoran kulman

karkia, jonka toinen kylki kulkee annetun pisteen A kautta ja jonka toisella kyljella on
ainakin yksi yhteinen piste annetun janan BC' kanssa.

Ratkaisu. Olkoot P; ja P, pallot, joiden halkaisijat ovat AB ja AC. Viitetdan, eta ky-
sytty joukko on naiden palojen yhdiste, josta on poistettu ne pisteet, jotka ovat molempien
pallojen sisapisteitd. Olkoon ¢ mielivaltainen pisteen A kautta kulkeva suora. Suoralla ¢
on kaksi (erikoistapauksessa yksi) normaalitasoa, joista toinen siséltdd B:n ja toinen C'n.
Olkoon B;(C naiden tasojen viliin jaava ¢:n osajana. Jos X on janan B;C; piste, niin
X:n kautta kulkeva £:n normaalitaso leikkaa janan BC pistessd X;. Kulma ZAX X; on
suora kulma. Jos X on sellainen ¢:n piste, etta X ei ole janalla B;(Cq, niin X:n kautta
asetettu £:n normaalitaso ei leikkaa janaa BC. Suoralla ¢ olevat tehtavan ehdon taytavat
pisteet ovat janan B;C1 pisteet. Thaleen lauseen perusteella By on pallon P; ja C7 pallon
Py pinnalla. Oletetaan, ettd A ei ole janalla B1C7; voidaan olettaa, ettd C'y on Bi:n ja A:n
valissa. Silloin jana By A kuuluu palloon P;, muttei palloon P, ja jana C7 A seké palloon
P1 etta palloon P,. Jos taas By on Cy:n ja A:n vilissa, jaja B1C7 kuuluu palloon P ja
vain sithen. Jos A on Bj:n ja Cy:n valissé, nin jana B1A kuuluu vain palloon P; ja jana
AC vain palloon Ps. Kaikki tehtavan ehdon toteuttavat pisteet kuuluvat siis toiseen vain
toiseen palloista Py, Ps.

4
siis epatosi. Yhtalolla on siis ratkaisu vain, kun 0 < p < 3’ ja ratkaisu on x =
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Olkoon sitten Y mielivaltainen piste, joka kuuluu tasan toiseen néaista palloista, sano-
kaamme palloon P;. Suora AY = / leikkaa pallon P; (my0s) pisteessd By ja pallon Ps
(my®s) pisteessd C1, ja LZAB1 B sekéd ZAC;C ovat suoria kulmia. Oletuksesta seuraa, etta
Y on janalla B1(C;. Y:n kautta asetettu suoran ¢ normaalitaso on silloin Bi:n ja C; kautta
asetettujen /:n normaalitasojen valissa, ja leikkaa janan BC' jossain pisteessa Y7. Silloin
ZAY'Y7 on suora kulma, joten Y kuuluu tehtavassa maariteltyyn joukkoon.

63.3. Olkoot aq, as, ..., a, perdkkdiset sivut sellaisessa n-kulmiossa, jonka sisakulmat
ovat yhta suuret. Oletetaan, ettd a1 > ag > ... > a,. Todista, ettd a1 = as = ... = ay.

Ratkaisu. Oletetaan, etta sivujen numerointi on tehty niin, ettd indeksi kasvaa positii-
viseen kiertosuuntaan. Jos n-kulmio asetetaan xy-tasoon niin, etta sivu, jonka pituus on
ay, on zx-akselilla, niin sivu, jonka pituus on a; on suoralla, joka on saatu kiertamalla

x-akselia positiiviseen kiertosuuntaan kulman - 27 verran. Sivun paatepisteiden

kE—
y-koordinaattien erotus on ay sin (— . 27r). Koska monikulmio on umpinainen, y-
n

koordinaattien erotusten summa on 0.

Oletetaan ensin, ettd n on parillinen, n = 2m. Silloin
k k k
sin( tm '27r) = sin (— '27r—|—7r) = —sin (— ~27T> ,
n n n

2m ‘ k‘ m k—l
O:Zaksm Zak—ak+m sin - S2m .

k=1

joten

Yhtélon oikean puolen summan kaikki yhteenlaskettavat ovat ei-negatiivisia, joten ne ovat
nollia. Siis as = as4, ja ay = agy,. Tama on mahdollista vain, jos as = a3 = -+ = agpy,.

63.4. Etsi kaikki luvut x1, x2, T3, x4, T5, jotka toteuttavat yhtalot

)
Ts + T2 = YTy
T1+ X3 = Yyxo
To + Ty = Yxs3

T3+ T5 = YTy

T4+ 21 = YTs,

missa y on parametri.

Ratkaisu. Kun ryhman yhtalot lasketaan puolittain yhteen, nahdaén, etta ratkaisun on
toteutettava yhtalo

2(x1 + 22+ 23+ 24+ 75) = y(T1 + T2 + T3 + T4 + T5).

Yhtalo toteutuu, jos y = 2 tai 1 +zo+x3+2x4+2x5 = 0. Oletetaan, etta y = 2. Symmetrian
vuoksi voidaan olettaa, ettd luvuista x; pienin on x;. Silloin x5 = x9 + (x2 — 1) > x9,
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T4 = x3+ (x3 —22) > T3, x5 = x4+ (T4 — x3) > 24 ja 1 = x5 + (5 — 24) > 5. On
siis oltava x; = o = x3 = x4 = x5. On selvii, ettd kaikilla x € R viisikko (z, z, z, z, z)
on yhtaloryhman ratkaisu. Olkoon sitten x1 + 9 + x3 + x4 + x5 = 0. Silloin —x; =
To+x3+24+T5 = y(23+75) ja toisaalta —xy = x3—yxs. Siis (1—y)x3z = y(x2+z4) = Y223,
Samoin nihdéin, ettd jokainen x; toteuttaa yhtédlon (1 — y)z = y?z. Jos 1 —y # y? eli

1
Yy # —5(1i\/5), niin (0, 0, 0, 0, 0) on ryhmén ainoa ratkaisu. Oletetaan sitten, ettd 1—y =

y?. Jos 3 ja x5 valitaan mielivaltaisesti, niin 1, o ja x4 madrdytyvit yksikésitteisesti

yhtdloistd 1 = —y(xs + z4), 22 = yx3 — o4 ja x5 = —x3 + yx4. On vield tarkistettava,
ettd viisikko (z1, 2, x3, 4, T5) toteuttaa tehtdvén yhtaloryhmén ensimmaéisen, toisen ja
viidennen yhtdlon. Todellakin: x5 + 22 = (=1 + y)(x3 + 24) = —y?(23 + 24) = yx1,
r1+x3 = (1—y)rs—yxs = y*r3—yrs = y(yrs—x4) = ya2 ja s+ a1 = (L —y)zs —yas =
y ey —yrz = y(—r3 +yrs) = YTs.

63.5. Todista, etta

™ 2 n 3
COS — — COS — + COS — = —.
7 7 7 2

Ratkaisu. Koska 2 cos z cosy = cos(z + y) + cos(z — y), niin

5 T s 2w 4 3T
cos — | cos — — cos — + cos —
11 7 7 7
5r 3T I 5w T

3
:Cos£+cos%—cosﬁ—cosﬁ—l—cosﬁ—kcosﬁ:Cosﬁ.

Vaite seuraa.

63.6. Oppilaat A, B, C, D ja E ottivat osaa kilpailuun. Eras katsoja veikkasi, etta he
sijoittuisivat jarjestyksessa A, B, C, D, E. Han ei kuitenkaan arvannut oikein yhdenkaan
kilpailijan sijoitusta eika myoskaan yhtaan perakkaista paria. 'Toinen katsoja veikkasi
jarjestykseksi D, A, E, C, B. Tama oli parempi arvaus, silld siind oli kahden kilpailijan
sijoitus arvattu oikein ja samoin kaksi perakkaista paria oli oikein. Mika oli oikea jarjestys?
Ratkaisu. Jonossa D, A, E, C, B on kolmen kirjaimen paikkaa muutettava oikean jarjes-
tyksen saamiseksi. Jonossa olevat periakkéiset parit ovat (D, A), (A, E), (E, C) ja (C, B).
Jos naista kaksi perakkaista ovat oikeassa jarjestyksessa ja oikeilla paikoillaan, niin oikeaan
jarjestykseen paasemiseksi tarvittaisiin enintddn kahden kirjaimen vaihto, jos taas kaksi pe-
rakkéista olisivat oikeassa jarjestyksessa, mutteivat oikeilla paikoilla, pitaisi ainakin neljan
kirjaimen paikkaa muuttaa. Oikeassa jéirjestyksessé olevat parit ovat siis joko (1) (D, A) ja
(E, C)tai (2) (D, A) ja (C, B) tai (3) (4, E) ja /C, B). Tarkastellaan tapaukset. (1) Ai-
noa mahdollinen kolmen kirjaimen siirto antaa jarjestyksen D, A, B, FE, C'. Peridkkéainen
pari (A, B) ei kuitenkaan ole sallittu. (2) Koska E ei saa olla viimeinen, E, D, A, C, B on
ainoa mahdollinen jérjestys se toteuttaa tehtdvén ehdon. (3) Ainoa mahdollinen jarjestys
onon A, E, D, C, B. A ei kuitenkaan saa olla ensimmainen Kkirjain.

64.1. a) Mdérité kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille luku 2™ — 1 on jaollinen seitse-
malla.

b) Todista, ettd luku 2™ 4+ 1 ei milldédn positiivisella kokonaisluvulla n ole jaollinen seit-
semalla.
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Ratkaisu. Koska 22 = 8 = 1 mod 7, niin kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla & ja kaikilla
m =0, 1, 2 on 23¥*™ = 2™ mod 7. Siis 2" — 1 on jaollinen 7:1l4 aina ja vain, kun n on
jaollinen kolmella, mutta 2" 4+ 1 mod 7 on joko 2, 3 tai 5, joten 2™ + 1 ei milloinkaan ole
jaollinen 7:114.

64.2. Olkoot a, b ja c kolmion sivujen pituudet. Osoita, etta

a*(b+c—a)+b*(a+c—b)+c*(a+b—c) < 3abe.

Ratkaisu. Epayhtalon molemmat puolet ovat invariantteja muuttujien kiertovaihtelun
suhteen. Voidaan siis olettaa, ettd a on muuttujista pienin ja b = a + z, ¢ = a + y, missa
x ja y ovat positiivisia lukuja. Nyt

3abc — a*(b+c—a) —b*(a+c—b)—c*(a+b—c)
=3a(a+z)(aty)—a*(a+z+y) - (a+a2)’(@a—z+y) - (a+y)(a+z—y)
=a(a® +ax +ay + 2y — a® —ax — ay) + (a + z)(a® + ay — a® + ax — ay — ax + x* — xy)+
+(a+y)(a® +ax — a® —ax + ay — ay — xy +y*) = ary + (a + ) (2? — 2y)+
+Ha+y) (Y —ay) = a@® —zy+ ) +2° — 2’y +y° —ay® > (2® —y?)(x —y) 20,

koska 12 — zy + 92 > (x — y)? > 0 ja (22 — y?) (2 — y) > 0 kahden samanmerkkisen luvun
tulona. [Oletusta siité, ettd a, b, ¢ ovat kolmion sivujen pituudet ei tarvittu muuhun kuin
sithen, ettd a > 0.]

64.3. Kolmion ABC sivujen pituudet ovat a, b ja c. Tarkastellaan kolmion sisdan piir-
rettyd ympyraa ja sen niita tangentteja, jotka ovat kolmion sivujen suuntaisia. Tangentit
erottavat kolmiosta ABC kolme uutta kolmiota. Piirretiaan jokaiseen naista jalleen sisdan
piirtretty ympyra. Laske kaikkien neljan ympyran pinta-alojen summa.

1
Ratkaisu. Olkoon tavan mukaan p = i(a +b+c¢)

ja olkoon kolmion ABC sisaympyran ala S. Jos r on
kolmion ABC' sisaympyran side, niin kolmion ABC
ala on tunnetusti 7' = rp. Heronin kaavan perusteella

T? = p(p —a)(p — b)(p — ¢), joten
, T (P=a)lp—b)p—c)

S =ar =T =T
b D

Jos siséiympyran sivun BC suuntainen tangentti leikkaa AB:n ja AC'n pisteissa By ja C1,
niin kolmiot AB1C} ja ABC ovat yhdenmuotoiset. Jos yhdenmuotoisuussuhde on k, niin
kolmion AB;C; sisiympyrin ala on k2S. Mutta BCC;B; on tangenttinelikulmio, joten
BC+ C1B; =CC1+ BiBelia+ka= (1—k)(b+ c). Tésta ratkaistaan

a+b+c  p

_btc—a p—a
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Kun sama tarkastelu tehdaan kolmion kahdessa muussa karjessa, saadaan kysytyn neljan
ympyran alojen summaksi

—a)2 — b2 _ )2 4p2 — 9 2 2 2
(1+(p a)’+ (p 2b) +(p—c) )S: p p(a+b+26)+a +b*+c g
P p
21 p2 2 _ —b(p—

_ ¢ + 2"“0 S:W(a2+62+02)(p a)(p _ )(p C>.
p p

64.4. Jokainen 17 tiedemiehesta on kirjeenvaihdossa jokaisen muun kanssa. Kirjeenvaih-
dossa kasitellaan vain kolmea aihetta ja jokaiset kaksi tiedemiesta kasittelevat keskinaisesséa
kirjeenvaihdossaan vain yhta aihetta. Osoita, etta tiedemiesten keskuudessa on kolme,
jotka kasittelevat keskinaisessa kirjeenvaihdossaan vain yhta aihetta.

Ratkaisu. Olkoot tiedemiesten késittelemét aiheet a, b ja c. Olkoon A yksi tiedemiehista.
Laatikkoperiaatteesta seuraa, etta muissa tiedemiehissa on ainakin kuusi, jotka kasittelevat
A:n kanssa samaa aihetta, esimerkiksi aihetta a. Jos jotkin kaksi naistd, sanokaamme B
ja C', kasittelevit keskindisessa kirjeenvaihdossaan myos aihetta a, A, B, C' on tehtavassa
vaitetty kolmikko. Ellei tallaista paria B, C' ole, kaikki kuusi kasittelevat keskinaisessa
kirjeenvaihdossaan aihetta b tai aihetta c¢. Olkoon B yksi naistd kuudesta. Laatikkope-
riaatteen nojalla muissa viidessa on ainakin kolme, jotka kasittelevat B:n kanssa samaa
aihetta, esimerkiksi aihetta b. Jos naiden kolmen joukossa on kaksi, esimerkiksi C' ja D,
jotka myos kasittelevat aihetta b, niin B, C'; D on haluttu kolmikko. Ellei tallaista paria
ole, kaikki kolme kasittelevat keskinaisessa kirjeenvaihdossaan aihetta c ja muodostavat
siis halutun kolmikon.

64.5. On annettu viisi tason pistettd: Pisteita yhdistavien suorien joukossa ei ole yhden-
suuntaisia, kohtisuoria eika yhtyvia. Piirretaan jokaisesta pisteesta kohtisuorat niita suoria
vastaan, jotka yhdistavat pareittain neljaa muuta pistetta. Kuinka monta leikkauspistetta
néilld suorilla voi enintddn olla (lukuun ottamatta annettuja viittd pistettd)?

Ratkaisu. Olkoot annetut pisteet A, B, C, D, E. Tapoja yhdistda nelja pistetta suorilla

2
piirretyn kohtisuoran, leikkauspisteits olisi 62 = 36 kappaletta. Kuitenkin A:sta ja B:sté
suorille CD, DFE ja CE piirretyt kohtisuorat ovat pareittain yhdensuuntaisia, joten A:sta
ja B:sta piirretyilla kohtisuorilla voi olla enintaan 33 leikkauspistetta. Viidesta pisteesta

4
on < > = 6. Jos jokainen A:n kautta piirretty kohtisuora leikkaisi jokaisen B:n kautta

5
voidaan muodostaa 2) = 10 paria, joten leikkauspisteita voi olla enintaan 330 kappaletta.

Mutta koska pisteesta P suoralle Q)R piirretty kohtisuora on kolmion PQR korkeussuora
ja kolmion korkeussuorat leikkaavat samassa pisteessd, jokaista pisteistd muodostettua

5
kolmiota kohden on poistettava kaksi leikkauspistetta. Kolmioita on <3) = 10 kappaletta;

leikkauspisteita voi siis olla enintaan 330 — 20 = 310.

On viela osoitettava, ettd jollakin pisteviisikolla todella saadaan 310 leikkauspistetta.
Tahan riittaa se, etta mitkaan sellaiset kolme suoraa, jotka eivat ole jonkin pisteista
A, B, C, D, F muodostuvan kolmion korkeussuoria, eivét leikkaa toisiaan samassa pis-
teessd. Oletetaan, ettd jotkin suoria AB, BC ja AC vastaan kolmesta pisteesta piirretyt
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kohtisuorat leikkaavat samassa pisteessa ja etta ainakin yksi niista pisteista, joista kohti-
suorat piirretdan, ei ole kolmion ABC karki; olkoon tdmaé piste esimerkiksi D ja olkoon
D:sta piirretty AC:ta vastaan kohtisuora suora yksi niistd kolmesta suorasta, jotka leik-
kaavat samassa pisteessd. Jos D:n kautta piirretyltd AC:n suuntaiselta suoralta valitaan
piste D’ # D, niin D’:sta AC:lle piirretty kohtisuora leikkaa kaksi muuta kohtisuoraa
kahdessa eri pisteessd. Koska kohtisuorien leikkauspisteet ovat pisteiden A, B, C, D, E
koordinaattien jatkuvia funktioita, niin valitsemalla D’ kyllin 1laheltad D:td voidaan taata,
etta mitkaan muut kohtisuorien leikkauspisteet eivat yhdy, kun D korvataan D’:lla. Pro-
sessia jatkamalla voidaan vapautua mahdollisista kolmen kohtisuoran yhteisista pisteista
ja paastd tilanteeseen, jossa leikkauspisteitd on tasan 310. [Matematiikkaolympialaisten
tuomaristo oli hyvaksynyt nekin vastaukset, joissa tata 310 leikkauspisteen olemassa olon
tarkastelua ei tehty.]

64.6. a) On annettu tetraedri ABC'D. Yhdistetdin
karki D sivutahkon ABC' painopisteeseen Dy. Kar-
kien A, B ja C kautta kulkevat D D1 :n suuntaiset suo-
rat leikkaavat mainittuja karkia vastassa olevien sivu-
tahkojen tasot pisteissa Ay, By ja C7. Todista, etta
tetraedrin ABCD tilavuus on kolmannes tetraedrin
AlBlClDl tilavuudesta.

b) Péteeké viite silloinkin, kun D; on sivutahkon
ABC mielivaltainen piste?

Ratkaisu. a) Olkoot AA,, BB5 ja CCy kolmion ABC
keskijanat. Pisteet D ja Ao ovat tasossa ADD; ja
tasossa BC'D, joten naiden tasojen yhteinen suora on
DAs. Koska A; on my6s molemmissa tasoissa, A; on

suoralla DA;. Tason ADD; kolmiot DD; Ay ja A1 AAs ovat yhdenmuotoiset. Koska
AAy = 3- DAy, on AA; = 3 - DD;. Samoin osoitetaan, ettd BB, = CC; = 3 - DD;.
Nelikulmiot ABB1A;, BCC1By ja CAA;C7 ovat siis suunnikkaita. Siis A1B; = AB,
BCy = BC ja C1A; = CA. Kolmiot ABC ja A;B1C ovat yhtenevia ja tasot ABC' ja
A1 B;C7 yhdensuuntaisia. Koska D jakaa tasot yhdistdavan janan A; Ay suhteessa 2: 1, se
jakaa myos D:n kautta kulkevan molempia tasoja vastaan kohtisuoran janan samassa suh-
teessa. Tetraedreilla ABCD ja Ay B1CiD; on siis yhtenevat pohjat, mutta jalkimmaéisen
korkeus on kolme kertaa edellisen korkeus. Vaite seuraa.
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b) Viite on tosi my6s, kun D; on mielivaltainen
kolmion ABC piste. Olkoon D} suoran DD; ja
tason A1B;C leikkauspiste. Osoitetaan, ettd tet-
raedreilla A1 B1C1D, ja ABCD) on sama tilavuus.
Tétéd varten tarkastellaan ensin tetraedreja BC' D] Dy
ja BlchlDll. Molempien kannat CDlDll ja ClDlDll
ovat samassa tasossa ja karjet B ja B ovat tdmén
tason suuntaisella suoralla. Tetraedreilla on siis sama
korkeus. Tetraedrien kannoilla on sama pinta-ala, silla
ne ovat kolmioita, joilla on sama kanta D;D] ja kor-
keutena suoran CC etaisyys yhdensuuntaisesta suo-
rasta D1 D). Tetraedrien BCD|D; ja B1Cy1 DD} ti-
lavuus on sama. Samoin osoitetaan, ettd tetraedrien
ABD)|D; ja A1B1D1D) seki CAD]D; ja C1A;D1Dj tilavuudet ovat samat. Mutta
tetraedri ABC D] koostuu tetraedreista BCD{D,, ABD1D} ja CAD{D; ja tetratedri
A1 B1C1 Dy koostuu tetraedreista B1Cy D1 D, A1 By D1 D} ja C1 A1 DD}, joten tetraedrien
ABCDj ja A1 B1C1D; tilavuus on sama.

On vield osoitettava, ettd D1 D] = 3- DD;. Olkoon Cy puolisuoran C'D; ja janan AB
leikkauspiste ja P suoran C'D ja tason ABB; leikkauspiste. Koska pisteet A, P ja B
ovat sekd tasossa ABB; ettd tasossa ADC (Bji:hén mairiteltiin niin!), P on suoralla
ABy. Samoin nahdaéan, ettd P on suoralla A;B. P on siis puolisuunnikkaan ABB; A,
lavistajien leikkauspiste. Leikatkoon taso C'DCy janan A B pisteessd C). Koska P on
seké suoralla C'D ettéa tasossa ABB;p, P on janalla CoC%. Tunnetusti puolisuunnikkaan
lavistajien leikkauspiste on itsensa kautta kulkevan, puolisuunnikkaan yhdensuuntaisten
sivujen suunkaisen ja puolisuunnikkaan kylkid yhdistdvan janan keskipiste. Siis Co P =
PCY%. Olkoon Dy suoran C1P ja janan DD leikkauspiste. Heti ndhdaan, ettda D{ Do =
Dy D. Toisaalta D on puolisuunnikkaan PCyCCy lavistajien leikkauspiste, joten Dy D =
DDl. Siis DlDll = D/1D2 + DQD + DD1 =3- DD1 Todistus on valmis.

65.1. Maarita kaikki valin 0 < x < 27 luvut z, jotka toteuttavat epayhtalot

2cosx < ‘\/1 +sin(2z) — /1 —sin(2a:)‘ < V2.

Ratkaisu. Oikeanpuoleinen epayhtalo on yhtapitava epayhtalon

1+ sin(2x) + 1 —sin(2z) — 21/(1 — sin(2z))(1 + sin(2z) < 2
eli epayhtalon
—2|cos(2x)| <0
kanssa. Se toteutuu siis kaikilla x. Vasemmanpuoleinen epayhtalé on varmasti voimassa,
kun cosxz < 0 eli kun %ﬂ' <z < ;7?. Kun 0 < z < 57? tai gﬂ' < x < 27, epayhtalo on
yhtipitivi epiyhtilon 4 cos? z < 2 — 2| cos(2x)| eli
2 cos(2x) < —2]| cos(2x)|
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1 3
kanssa. Taméa epéyhtédlé on voimassa silloin, kun cos(2z) < 0 eli kun Zﬂ' <zx< Zﬂ' tai
7
i <z < VL Kaikkiaan vasemmapuoleinen epayhtild (ja siis molemmat epayhtalot)

atee, kun -7 < x < —m.
P 1=ty

65.2. On annettu yhtaloryhma

a11T1 + a12T2 + a13Tr3 — 0
2171 + a2272 + az3r3z = 0

az1T1 + azex2 + azzxrs = 0,

jonka kertoimet tayttavat seuraavat ehdot:
a) aii, a1z ja ais ovat positiivisia;
b) kaikki muut kertoimet ovat negatiivisia;
c) jokaisessa yhtélossé kertoimien summa on positiivinen.

Todista, etta r1 = x9 = x3 = 0 on ryhman ainoa ratkaisu.

Ratkaisu. Olkoon (z1, 2, x3) jokin yhtéloryhmén ratkaisu. Jos jokin z; # 0, niin suurin
luvuista |x1], |z2|, |x3| on positiivinen. Voidaan olettaa, ettd tdmé suurin luku on |x1].
Mutta paadytaan ristiriitaan:

x x x x
0=ay1 +a2— + a13—3 > ai — \6112|M — |<l13\M
Z3 Ty |SC1\ \5U1|

> a1 — |a12| — |a1s| = a11 + a1z + a1z > 0.

65.3. On annettu tetraedri ABC'D. Sarméan AB pituus on a ja sarman C'D pituus on b.
AB:n ja CD:n médaradmien ristikkdisten suorien etdisyys on d ja ndiden suorien valinen
kulma on w. Tetraedri jactaan sarmien AB ja C'D suuntaisella tasolla T kahdeksi osaksi.
Laske néiden osien tilavuuksien suhde, kun tiedetdan, etta suoran AB ja tason T etaisyyden
suhden suoran C'D ja tason T etaisyyteen on k.

Ratkaisu. Olkoot tason 7 ja tetraedrin sarmien
BD, BC, CA ja AD leikkauspisteet F, F, G ja H.
EF ja GH ovat DC':n suuntaisia ja F'G sekda HE AB:n
suuntaisia. Nelikulmio EFGH on siis suunnikas. Ta-
son 7 ja suorien AB ja C'D etaisyyksien suhteesta teh-
dyn oletuksen nojalla

BE

— =k
ED

Yhdenmuotoisista kolmioista BFFE ja BCD seka
HED ja ABD saadaan
k kb 1 a

EF= " po=-"_ i EH= — AB= .
k+1 k+1 ° k+ 1 i+ 1




26

Kulma ZFFEH tai sen vieruskulma = w, joten suunnikkaan FFGH ala on

kab sin w
(k+1)2

Jaetaan viisitahokas ABEFGH tason ACD suuntaisella tasolla suuntaissarmioksi
AIEFGH ja tetraedriksi EIBF ja viisitahokas CDEFGH samoin tason ABC' suuntai-
sella tasolla suuntaissarmioksi C'JEFGH ja tetraedriksi DH EJ. Tason 7 etaisyys suorasta

k 1
AB on P 1d ja suorasta C'D on n 1d. Suuntaissarmididen AIFFGH ja CJEFGH
tilavuudet ovat
E2abdsinw . kabd sin w
— ja .
2k +1)3 1 2kt 1)3

Tetraedrit EIBF ja DHEJ ovat yhdenmuotoisia tetraedrin ABC'D kanssa, ja yhdenmuo-

toisuussuhteet ovat . .

RS
Tetraedin ABC'D tilavuus V toteuttaa siis yhtalon
k(k+1)abdsinw k3 +1 v
2(k+1)3 (k+1)3"°

V=

Naista ratkaistaan )
V = gabd sin w.

Naista ratkaistaan tehtavassa kysytty suhde:

2 i3 ,
(%k+n3+6w+4ﬁ)aw$m“_k%3+m
k 1 - 3k+1
bd si
(2<k+ 105 60k + 1)3) sy

65.4. Maarita nelja lukua xq, xs, x3, x4 niin, etta jokainen yhden luvun ja kolmen muun
luvun tulon summa on 2.

Ratkaisu. Jos luvuista jokin, esimerkiksi xq, olisi 0, niin olisi x2 = z3 = X4 = 2 ja
1+ xowszxy = 8 # 2. Siis kaikki luvut ovat # 0. Olkoon y = x1x2x3x4. Jokainen luvuista
T; toteuttaa toisen asteen yhtilon z7 +y = 2x;. Koska toisen asteen yhtdlolli on enintééin
kaksi ratkaisua, lukujen x; joukossa on enintaan kaksi eri suurta. Jos nyt luvut ovat kaikki
yhtésuuria, x; = x kaikilla i, niin = + 23 = 2. Kasvava funktio z — z + 2% saa arvon 2
vain, kun x = 1. Selvésti (1, 1, 1, 1) on tehtévan ehdon toteuttava nelikkd. Olkoon sitten
Ty =2 # Ty = w3 = 14 = 2. Silloin . + 22 = 2 = 2 + 222, joten ¥ — 2 = 2%(z — 2) ja
22 = 1. Ei voi olla z = 1, koska tilldin olisi myoés = 1. On siis oltava z = —1, = 3.
Nelikot (3, -1, —1, —1), (-1, 3, -1, —1), (-1, —1, 3, —1) ja (=1, —1, —1, 3) toteuttavat
tehtédvin ehdon. Olkoon sitten x1 = 2o = * # x3 = 4 = z. x ja z toteuttavat nyt
yhtélot o + z22 = 2 ja 2 + 222 = 2. On siis oltava  — 2z + 22(z —x) = 0 eli 2z = 1 ja

1
r+z+ (z2)(x+2)=4. Siisz+z=2jax+—=2eli (x—1)?=0. Silloinz =1jaz=1,
T

mika on vastoin oletusta.
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65.5. On annettu kolmio OAB, jonka kulman ZAOB suuruus on w (w < 90°). Mie-
livaltaisesta kolmion OAB pisteestda M piirretdan sivun OA normaali M P ja sivun OB
normaali M Q. Kolmion OPQ korkeusjanojen leikkauspiste on H. Madérité pisteen H ura',
kun piste M liikkuu

a) janalla AB;

b) kolmion OAB siséll.

Ratkaisu. a) Olkoot AA; ja BB; kolmion OAB kor-

keusjanoja. Osoitetaan, ettd kysytty ura on jana Q NP
A1 B;. Leikatkoon kolmion OPQ P:sta piirretty kor- Ay
keusjana janan A;Bj pisteessa H' ja (Q:sta piirretty M
korkeusjana pisteessi, H”. Koska PH'||AA||MQ ja \
QH"||BB;||M P, niin i
o A
By P

AH  BP BM _ BQ AH"

H'B, PA MA QA, H'B;
Siis H' = H” = H. Toisaalta, jos lahdetdan mielivaltaisesta janan A;B; pisteesta H,
piirretaédn sen kautta kolmion O AB sivuja OA ja OB vastaan kohtisuorat, jotka leikkaavat
OB:n ja OA:n pisteissd @ ja P, ja pisteiden P ja @ kautta OA:ta ja OB:tad vastaan
kohtisuorat, jotka leikkaavat A B:n pisteissa M’ ja M", voidaan samoin kuin edell todistaa,

ettd M’ = M". Jokainen janan A;B; piste saadaan siis kuvatulla tavalla jostain janan
AB pisteesta.

b) Mielivaltainen kolmion O AB sisépiste M on jollain AB:n suuntaisella sivut OA ja OB
yhdistavalla janalla A’B’. Soveltamalla a-kohdan paattelyd kolmioon OA’B’ nidhdian,
ettd H on janalla A} B}, missid A} ja B} ovat kolmion O A’ B’ korkeusjanojen kantapisteita.
Kysytty uran muodostavat siis kolmion O A; By pisteet.

65.6. On annettu n > 3 tason pistettd. Olkoon d néaiden pisteiden suurin keskiniinen
etaisyys. Sellaisia ndiden pisteiden valisia janoja, joiden pituus on d, kutsutaan pistejoukon
halkaisijoiksi. Osoita, ettd halkaisijoita on korkeintaan n kappaletta.

Ratkaisu. Osoitetaan ensin, ettd joko jokainen jou-
kon piste on tasan kahden halkaisijan paatepiste tai
ainakin yksi piste on enintaan yhden halkaisijan paa-
tepiste. Asia on selvé, jos mikadn joukon piste ei ole
useamman kuin kahden halkaisijan paatepiste. Ole-
tetaan sitten, ettd jokin piste, esimerkiksi A, kuuluu
kolmeen halkaisijaan AB, AC ja AD. Pisteet B, C, D
ovat silloin A-keskiselld ympyralla V4, ja kaarien BC',

CD ja BD suuruus on enintiiin 60°. Tdmi on mahdollista vain, jos yksi pisteista, esi-
merkiksi C' on kahden muun méaarittamalla (pienemmalld) kaarella. Olkoot Vg ja Vp B-

L' Ura on kiytostd poistunut geometrian termi. ”"Ehdon P toteuttavien pisteiden ura”
tarkoittaa samaa kuin ”niiden pisteiden joukko, jotka toteuttavat ehdon P”.
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ja D-keskiset d-sateiset ympyriat. Kaikkien joukon pisteiden tulee olla kuulua ympyroi-
den Y4, Vp ja Yp rajoittamaan kuvioon F. Mutta kaikki pisteet, jotka ovat sellaisen
halkaisijan péaatepisteita, jonka toinen paatepiste on C', ovat C-keskisella d-sateiselld ym-
pyralla Ve. Téméan ympyrén ainoa kuvioon F kuuluva piste on A, joten C' on vain yhden
halkaisijan paatepiste.

Todistetaan tehtavan vaite induktiolla. Jos n = 3, vaite patee, silla kolmella pisteella
on tasan kolme yhdistysjanaa. Oletetaan, etta viite patee, kun n = k > 3. Olkoot
Ay, As, ..., Ak, Agr1 k + 1 tason pistettd. Jos jokin pisteistéd, esimerkiksi Agy1, on
enintddn yhden halkaisijan paatepiste, joukolla {A1, As, ..., Ak, Agi1} on enintdén yksi
halkaisija enemmén kuin joukolla {A;, Ao, ..., Ax}, jolla induktio-oletuksen mukaan on
enintddn k halkaisijaa. Jos taas jokainen joukon {A;, Ao, ..., Ak, Ar41} piste on tasan
kahden halkaisijan paatepiste, halkaisijoitakin on tasan k£ + 1 kappaletta.

66.1. Matematiikkakilpailussa oli kolme tehtivia A, B ja C. Kilpailijoista 25 ratkaisi
ainakin yhden tehtavan. Niiden kilpailijoiden joukossa, jotka eivat ratkaisseet tehtavaa
A, oli kaksi kertaa niin paljon sellaisia, jotka ratkaisivat tehtdvdn B kuin niitd, jotka
ratkaisivat tehtavan C. Kilpailijoita, jotka ratkaisivat vain tehtdvan A oli yksi enemman
kuin muita tehtavan A ratkaisseita. Kuinka moni ratkaisi tehtavan B, kun puolet niista,
jotka ratkaisivat vain yhden tehtavan, ei ratkaissut tehtdavaa A?

Ratkaisu. Olkoon n4 niiden kilpailijoiden lukumaara, jotka ratkaisivat vain tehtavan A,
nap niiden kilpailijoiden lukumaéra, jotka ratkaisivat vain tehtavat A ja B jne. Tehtavan
ehtojen perusteella voidaan kirjoittaa seuraavat yhtalot

na+ng+nc+nag+npe +nac +nABC = 25, (1)
np +npc = 2(nc + npe), (2)
nA =nap +nac +napc + 1 (3)

ja
na =npg-—+nc.

Yhtéloista (1) ja (3) seuraa
2na +np +nc +npec = 26.

un tdhén sijoitetaan yhtaloista (2) ja (4) ratkaistut npc ja na, saadaan 4np + ne = 26.
Luvun 26 — n¢ on oltava neljilla jaollinen. Yhtélon (2) perusteella luvun ng — 2ne on
oltava ei-negatiivinen. Helposti ndhd&én, ettd ainoa mahdollinen pari (ng, n¢) on (6, 2).
— On viela tarkistettava, ettd np = 6 on mahdollinen. Kun ng = 6 ja nc = 2, niin yhtalot
(2) ja (4) toteutuvat, kun ny = 8 ja npc = 2. Yhtalot (1) ja (3) toteutuvat, jos lukujen
NAB, NAC, NABC Summa on 7.

66.2. Todista, etta jos kolmion sivuille a, b ja c ja niita vastaaville kulmille «, 3 ja y pétee
yhtélo

a+b= tan% (atana + btanﬁ),

niin kolmio on tasakylkinen.
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Ratkaisu. Koska tan% = tan (g _ @ ;— ﬁ) = cot OCTW, tehtavan yhtalo on sama kuin

(a—l—b)tana—i_ﬁ

=atana + btan(

eli

a(tana—gﬁ—tana>:b(tanﬁ—tana;ﬁ). (1)

Voidaan olettaa, ettd a < b eli a < . Jos 3 olisi
tylppé, olisi yhtélon (1) vasen puoli positiivinen ja oi-
kea puoli negatiivinen. Siis # on terava kulma. Ole-
tetaan, ettd a < (3. Tarkastellaan suorakulmaisia B
kolmioita ACB, ACE, ACD, missa suora kulma on
karjessa C, AC' =1 ja LZCAB = o, ZCAD = [ ja

=

A
LCAE = ot 6 Kolmiossa BAD on silloin AE kul- 1 c
man Z/BAD puolittajaja BA < DA, joten BE < ED.
Siis
tana+ﬁ—tana<tanﬁ—tana;—ﬁ. (2)

Mutta tdmé on ristiriidassa yhtélon (1) kanssa. Siis @ = 3, joten tehtédvan kolmio on
tasakylkinen. [Epayhtalo (2) saadaan tietysti myds analyysin keinoin. Jos f(z) = tanz,

niin f’(z) = 1 + tan® z on valilla [0, g} kasvava. Differentiaalilaskennan valiarvolauseen

nojalla

H(437) - =050 dn s0-1(*50) = re 3

2

missé & < ath < &9, joten (2) seuraa.]

2
66.3. Osoita, etta saannollisen tetraedrin ympari piirretyn pallon keskipisteen ja tetraedrin
karkien valisten etaisyyksien summa on pienempi kuin minka tahansa avaruuden pisteen
ja tetraedrin karkien valisten etaisyyksien summa.

Ratkaisu. Todetaan ensin, ettd jos sdannollisen tetraedrin ABCD korkeus on h ja
mielivaltaisen avaruuden pisteen P etaisyydet tetraedrin sivutahkojen tasoista ovat
hl, hg, hg, h4, niin hl +h2 +h3+h4 Z h. hl, hQ, hg, h4 ovat nimittéin tetraedrien PABC,
PBCD, PCDA ja PDAB korkeudet, ja naiiden tetraedrien tilavuuksien summa on joko
ABCD:n tilavuus (jos P on ABC D:n sisilld tai reunalla) tai suurempi (jos P on ABCD:n
ulkopuolella). Jos ABC D:n sivutahkojen ala on S, on siis

1 1 1 1 1
—h —h —h —h4sS > =h
315+325+335+34S_35,
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mistd vaite seuraa. Muodostetaan uusi saannollinen tetraedri A’ B’C’ D’ niin, etta A’ B’'C’
on ABC':n suuntainen ja A on A’B’C’:n painopiste jne. Olkoon h A’B’C’D’:n korkeus
ja M ABCD:n ympari piirretyn pallon keskipiste. Silloin MA+ MB + MC + MD = h.
Olkoon sitten P # M mielivaltainen piste. Janoista PA, PB, PC ja PD vahintdan kolme
on aidosti pitempia kuin P:n kohtisuora etiisyys tasoista A’B’C’ jne. Siis PA + PB +
PC + PD > h. Viite on todistettu.

66.4. Todista, etta jokaiselle luonnolliselle luvulle n ja jokaiselle reaaliluvulle x # %,
k=0,1, ..., n; m kokonaisluku, patee
1 1

b ——— = cotx — cot(2"x).
sin(2z) * sin(4x) L sin(2nx) cota — cot(2"z)

Ratkaisu. Jos = # mg, m kokonaisluku, niin

ot cot(2y) cosz cos(2z)  2cos?x — cos(2x) 1
otz — co = — = — .
Y= sina sin(2x) sin(2z) sin(2z)

Tama on tehtavan vaite, kun n = 1. Tehdaan induktio-oletus

1 1 1

i ———— = cotax — cot(2F ! 1

sin(2x) + sin(22z) et sin(2k—1x) cota — cot(27 ), (1)

k > 2. Olkoon viela = # m%, j =0,1,..., k; m kokonaisluku. Silloin 2F 1z # mg,
joten edella osoitetun perusteella
1

= cot(2F71z) — cot(2¥x). (2)

sin (2(2F—1z)
Kun yhtélot (1) ja (2) lasketaan puolittain yhteen, saadaan tehtdvén kaava tilanteessa

n = k. Induktioperiaatteen nojalla kaava on tosi kaikilla n.
66.5. Ratkaise yhtaloryhma

la1 — ag| x2 + a1 —as|z3 + |ar —as|za =1
\aQ—al\:c1+\ag—ag\x3+\a2—a4\x4 =1
\ag—al\:c1+\ag—ag\x2+\a3—a4\x4 =1

|CL4 —a1|x1 + |CL4 —a2|m2 + |CL4 —a3|m3 = 1,

kun aq, ao, as ja as ovat annettuja toisistaan eroavia reaalilukuja.

Ratkaisu. Ei merkitse olennaista rajoitusta, jos oletetaan, ettd a; > as > as > ay.
Ratkaistava yhtaloryhma on nyt

(a1 — ag)xs + (a1 —as)xs + (a1 —ag)zy =1
(a1 — a2)z1 + (a2 — az)ws + (a2 —ag)rs =1 (1)
(a1 —az)z1 + (ag —az)z2 + (a3 —as)zs =1
(a1 — aq)xy + (a2 — aq)xs + (a3 — as)zrs = 1,
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Kun ryhmén perakkaiset yhtalot vahennetaan toisistaan, saadaan ryhmé muotoon

(a1 —az)(xe + 23 + 24 — 1)

(a2 —a3)(z3 + x4 — 21 — 22)

0
0
(as —aq)(xg — 21 — 29 —23) =0,

ja koska a; > a;y1, edelleen muotoon

—x1+x2t+w3+24=0
—r1 —To+x3+2x4=0 (2)
—x1 —x2 — w3+ x4 =0,

Ryhmén (2) kahdesta ensimmaéisestd yhtalosta seuraa zo = 0 ja kahdesta viimeisestd yh-
téalostd x3 = 0. Ryhmén (1) ensimmaéisesta ja viimeisestd yhtalostd saadaan sitten

Kokeilemalla ndhdaan heti, etta saadut valttamattomat ehdot ovat myos riittavia. — Jos

luovutaan lukujen a; jarjestyksesta tehdysta oletuksesta, ratkaisu voidaan ilmoittaa niin,

. 1
etta kun a, on suurin ja a,, pienin luvuista a;, niin z,, = z,, = — ja z; = 0, kun

Qp — Ay
Jj & {n, mj.

66.6. Kolmion ABC' sivuilta AB, BC ja CA valitaan kultakin sisdpiste. Olkoot ndma
pisteet M, K ja L. Todista, etta kolmioiden M AL, KBM ja LCK joukossa on ainakin
vksi, jonka ala ei ole suurempi kuin neljdsosa kolmion ABC' alasta.

Ratkaisu. Olkoon kolmion ABC ala T'. Jos piste M jakaa sivun AB suhteessa t : (1 —t),
piste K sivun BC suhteessa u : (1 — u) ja piste L sivun C'A suhteessa v : (1 — v), niin

1
kolmioiden AM L, BKM ja CLK alat ovat t(1—v)S, (1—t)uS ja (1—u)vS. Jos t(1—v) < 1

1
tai (1 —t)u < 7 niin haluttu kolmio on 16ytynyt. Oletetaan siis, ettéa

ja 1—tu> i (1)

-

t(1—v) >

1
1 o 1 1 10
ja siis u(1 —v) > 1 Koska u(1 —u)v(l —v) < T oltava v(1 —u) < T Kolmion CLK

1
Kun 0 < z < 1, niin tunnetusti z(1—x) < —. Epéyhtéldista (1) seuraa u(l—v)t(1—t) > —

ala on nyt vihemmaén kuin neljasosa kolmion ABC' alasta.

67.1. Suunnikkaassa ABCD kolmio ABD on terdviakulmainen, AB = a, AD =1 ja
/BAD = «. Ympyroiden K s, K, K¢ ja Kp keskipisteet ovat suunnikkaan kérjet ja
ympyroiden sade on 1. Todista, etta ympyrat peittavat suunnikkaan silloin ja vain silloin,
kun

a <cosa -+ V3sin a.
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Ratkaisu. Symmetrian perusteella ympyrat K4, Kp
ja Kp peittavat kolmion ABD silloin ja vain sil- I
loin, kun ympyrat Kp, K¢ ja Kp peittavat kol-
mion BCD. Voidaan rajoittua tarkastelemaan kol-
miota ABD. Koska ABD on terdvakulmainen, sen
ymparysympyran keskipiste O on kolmion sisapiste.
Olkoon R ymparysympyran sade. Jotta ympyroiden
K4, Kp, Kp yhdiste peittiisi pisteen O, on oltava
R < 1. Toisaalta, jos P on mielivaltainen kolmion
ABD piste, niin P:n etaisyys ainakin yhdestd kolmion
karjesta on enintadn R.

[Miksi? Jos P on jollain janoista OA, OB, OD, asia
on selva. Ellei nain ole, puolisuora OP leikkaa jonkin
kolmion sivuista, esimerkiksi AB:n, pisteessa (. Kul-
mista ZAQO, ZBQO ainakaan toinen, sanokaamme
ZAQO, ei ole terava. Kolmiosta AQP nahdédan, etta
kulman ZAPQ vieruskulma ZAPO on kulmaa ZAQP
suurempi ja siis tylppa. Tylppakulmaisessa kolmiossa

APO tylppaa kulmaa vastaava sivu AO on pisin sivu.
Siis AP < R.]

Tehtévéan ehto toteutuu siis aina ja vain, kun R < 1. Kolmio AOD on tasakylkinen,
ja sen kylkien pituus on R. Nyt R < 1, jos ja vain jos ZAOD > 60°. Mutta LABD
on sellainen kolmion ABD ymparysympyran kehakulma, jota vastaava keskuskulma on
ZAOD. Tehtévén ehto toteutuu, jos ja vain jos ZABD > 30°. Nyt

cot(LABD) = L%

sin «

ja cot30° = /3. Koska terdivin kulman kotangentti vihenee kulman kasvaessa, on siis
oltava

a — COs S\/§

sin o

Tama on sama epayhtalo kuin tehtavan vaitteessa esiintyva.

67.2. Tetraedrissa on yhden ja vain yhden sirman pituus suurempi kuin 1. Osoita, etta

tetraedrin tilavuus on pienempi tai yhta suuri kuin 3



33

Ratkaisu. Olkoon CD se tetraedrin sdrmé, jonka pi-
tuus on > 1. Olkoon AB = z < 1. Olkoon DD,
tetraedrin korkeusjana, DDs kolmion ABD korkeus-
jana ja C'Cy kolmion ABC korkeusjana. Tetraedrin
tilavuus on

1 1
V= 3DD- JAB-CCy < %DDQ Nele

1
Janosta ADs ja Dy B ainakin toinen on > ix Voidaan

olettaa, etta se on Dy B. Koska BD < 1, suorakulmai-
sesta kolmiosta BD Dy saadaan

1
DD? =BD?* - D,B*<1— ZxQ.

Samoin perustein saadaan

1
CC2<1— ZxQ.

Siis
T 1
V<o (1--2?
=6 ( 1" )

Nyt

1 1z 23 1

- — V > - — — —_— = — 3 4 3).

s Vs st ;@ AT
Mutta 23 — 4z + 3 = (z — 1)(z® + = — 3), ja molemmat tekijit ovat ei-positiivisia, kun

1
0<z< 1. Siisvgg.
67.3. Olkoot k, m jan positiivisia kokonaislukuja ja m+ k + 1 alkuluku, joka on suurempi
kuin n + 1. Merkitsemme c; = s(s + 1). Todista, ettd tulo

(emt1 = ck)(Cmt2 — ck) -+ (Cmtn — Ck)

on jaollinen tulolla cics - - - ¢y,

Ratkaisu. Jos m+1 < k < m+mn, niin jollain j on ¢,,; — ¢ = 0, ja vaite patee. Muussa
tapauksessa kaikki tulon

P=T](cmr; —cx)
j=1

tekijat ovat samanmerkkisia. Oletetaan ensin, k < m eli etta tekijat ovat kaikki positiivisia.
Nyt ety =i =(m+j)(m+j+1) —k(k+1)=m+j)? -k +m+j—k=(m+j—
kE)(m+j+k+1). Siis

(m—k+n)! (m+n+k+1)
(m —k)! (m+n+1)!

P:H(m+j—k) (m+j+k+1)=
Jj=1 j=1
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P:n pitaisi olla jaollinen tulolla

Q= ch =nl(n+ 1)L
j=1

Mutta
P (m—k+n)! (m+n+k+1)!  /m—k+n (m+n+k+1)!
Q (m—-KWn! m+k+D(n+1)! n (m+k+Dl(n+ 1)

Oletuksen mukaan n +1 < m + k + 1. Alkuluku m + k + 1 ei siis ole tekijana luvussa
(m+k)!(n+1)!. Koska m+k+1 < m-+n+k+1, luku on tekijéné tulossa (m+n+k+1)\.
Siis

(m4+n+k+1)! 1 m+n+k+1
(m+k+D)!n+1)! m+k+1 m+k

on kokonaisluku, ja viite on todistettu. Jos m + n < k, niin voidaan tarkastella tuloa
n

P = H(Ck — Cmtj)-

J=1

Samoin kuin kasitellyssa tapauksessa saadaan

P (k—m—1 (m+n+k+1)!
6‘( n )'(m+k+1)!(n+1)!’

ja lopputarkastelu on sama kuin jo kasitellyssa tapauksessa.

67.4. On annettu teravikulmaiset kolmiot AqgBoCy ja A1B1Cy. Konstruoi kolmion
AoBoCy ympéri piirretty kolmio ABC', joka on yhdenmuotoinen kolmion A1 B1C kanssa
(kdrjet Ay ja A, By ja B sekd Cyja C vastaavat toisiaan) niin, ettd AB kulkee pisteen Cy,
BC pisteen Ag ja C'A pisteen By kautta. Konstruoi liséksi se kolmioista ABC, jonka ala
on mahdollisimman suuri.

Ratkaisu. Olkoon ZBlAlCl = ja ZAlBlCl = ﬁ

Yksi kolmion A;B;C; kanssa yhdenmuotoinen kolmio P
A’ B’C’ saadaan, kun piirretaan pisteen Ag kautta suo- g
ran B;C; suuntainen suora, pisteen By kautta suoran
ApCp suuntainen suora ja pisteen Cj kautta suoran
Ap By suuntainen suora; suorien leikkauspisteet ovat
A’, B’, C'. Piirretdan kolmioiden AqgCoB’ ja ByA'Cy
ymparysympyrat I'g ja I' 4. Olkoot Op ja O4 naiden
ympyroiden keskipisteet. Jos nyt piirretaén pisteen C
kautta suora, joka leikkaa I'g:n ja I' 4:n pisteissa B
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ja A (kolmion AgByCy ulkopuolella), ja jos suorat BAg ja ABj leikkaavat pisteessi C, niin
kolmion ABC' kulmat ovat samat kuin kolmion A’B’C’ kulmat, ja siis ABC ~ A;B1Ch.
Kolmion ABC' ala on verrannollinen sivun A B pituuden toiseen potenssiin. Ala on siis suu-
rin, kun AB on mahdollisimman pitka. Olkoot O’y ja O’; pisteiden O 4 ja Op kohtisuorat
projektiot suoralla AB. Koska 040/, ja OpO’; ovat janojen AC, ja BC\ keskinormaa-
leja, AB =2-0/,0%. Mutta 0,05 < 040p, ja 0,05 = 040p tésmailleen silloin, kun
0,0%]|040p. Kolmion ABC on siis alaltaan suurin, kun suora AB on se Cpy:n kautta
kulkeva suora, joka on O 4Opg:n suuntainen.

67.5. Olkoot aq, as, ..., ag reaalilukuja, jotka eivat kaikki ole nollia. Tarkastellaan luku-
jonoa (cy,), missa
c1=a1+ag+---+as,

2 2 2
C2:a1+a2+"'+a/8,
cp=al +ay+---+ag

Tiedetdan, etta c, = 0 darettoman monella n:n arvolla. Maarita kaikki luvut n, joille
¢y, = 0.

Ratkaisu. Tarpeen mukaan indeksointia muuttamalla ja vastalukuihin siirtymaéalla paas-

tiin olettamaan, ettd a1 # 0 ja a; > |as| > ... > |ag|. Koska cop > a?* > 0, ¢, voi
olla nolla vain, jos n on pariton. Osoitetaan, etté itse asiassa ¢, = 0 kaikilla parittomilla
n. Olkoon r suurin indeksi, jolla a; = |az| = ... = |a,|. Oletetaan vield, ettd luvuista
ai, ..., ar s kappaletta on = a; ja r — s kappaletta = —a;. Kun j > r, niin

ol

a1

joten on olemassa sellainen ng, etta kun n > ng, niin

a "

< 1
a?t 8
kaikilla j > r. Jos nyt n > ny on pariton, niin

n

a al?
lenl = [sal — (r = s)ai + a;’yy + -+ ag| = af 2s—r+%ﬁ+---+ﬁ
n n 1
za’f<|2s—r|—@ ----- @)zayozs—ﬂ—(g—r)—).
aj alf 8

Jos 2s — r # 0, niin ¢, # 0 kaikilla n > ng. Silloin ei voi olla ¢, = 0 darettémén monella
n. Nain ollen 2s = r. Jos r = 8, todistus on valmis. Jos r < 8, niin kaikilla parittomilla n
on

Cn:ar+1+"'+a87
ja joka tapauksessa r > 2. Edellinen paattely voidaan toistaa, tarvittaessa kolmesti, ja

lopputulos on, etta luvut a; ovat pareittain toistensa vastalukuja, joten ¢, = 0 kaikilla
parittomilla n.
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67.6. Urheilukilpailuissa jaettiin m mitalia n:n pdivan aikana. Ensimmadisend paivana
Jjaettiin yksi mitali ja - jaljelle jaaneista, toisena paivana kaksi mitalia ja — jaljelle jadneista
jne. Viimeisena paivana jaettiin tasan n mitalia, eika yhtaan jaanyt jaljelle. Montako
paivaa kilpailut kestivat ja montako mitalia kaikkiaan jaettiin?

Ratkaisu. Jos x; on k:tena paivana jaettavien mitalien maara, niin

k—1 k
1 1
:ck:k—k? m—k'—z:cj , :ck+1:k’+1+? m—k—l—Z:cj
7j=1 7j=1
Tasta saadaan . )
SEk—f—l_u’Ek:l_?xk_?

eli

7
T — 6($k+1 —1.

7 T[T
Koska x,, = n, on siis z,_1 = én -1, zp_o = 6 én— 1> — 1 jne.; Yksinkertainen

induktio ja geometrisen jonon summan lauseke osoittavat, etta

o ()0 () e

Koska mitaleja jaettiin kaikkiaan m kappaletta, on

7 n

i, = [T\’ (6) -1 ™ (n — 6)
m—Zmn_]—(n 6>Z(6> +6n = (n—6) = +6n = G +6°.

=0 =0 ——1
6
(Viimeinen yht&lo perustuu rutiinisievennyksiin.) Koska m on kokonaisluku, on luvun n—6
oltava jaollinen luvulla 6"~!. Koska oletuksista seuraa, ettd, n > 1, on oltava n = 6 ja
m = 36. Todellakin: jos kuuden paivan aikana jaetaan kuusi mitalia joka paiva, tehtavan

ehdot tayttyvat.

68.1. Todista, ettd on olemassa (yhtenevyytta vaille) yksikésitteinen kolmio, jonka sivujen
mittaluvut ovat perakkaisia kokonaislukuja ja jonka yksi kulma on kaksi kertaa niin suuri,
kuin toinen kolmion muista kulmista.

Ratkaisu. Olkoon k£ > 2 kokonaisluku ja kolmion sivut a = k-1, b=k jac=k+1
sekd vastaavat kulmat «, 3, v. Silloin a < 8 < 7, ja joko g = 2a, v = 180° — 3a;
v =2a, f=180° — 3a tai v = 23, a = 180° — 3. Kaytetaan sinilausetta ja identiteetteja
sin(2z) = 2sinx cosx, sin(3z) = sinx(4 cos? z — 1).

Ensimmainen vaihtoehto antaa

sina sin(2a)  sin(3a)

k-1  k  k+1
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ja mainittujen identiteettien soveltamisen jalkeen

1 _2cosa 4cos?a—1

k-1  k k+1

kun yhtaloista eliminoidaan cos «, saadaan

k+1  k?

= —1
k—1  (k—1)2

Y

miké sievenee edelleen muotoon k? = 2k. Ratkaisu k = 2 ei kelpaa, silli silloin olisi
cosa =1 eli @« = 0. Ensimmaéinen vaihtoehto ei viis ole mahdollinen.

Sinilause toisessa vaihtoehdossa on

in(2 in(3
simy, — 1= S2a) _ sni%a)

Samoin kuin edelld se johtaa yhtaloon

k _(k+m2_1
E—1  (k—1)2

ja edelleen yhtdloon k° = 5k. Jos kolmion sivut ovat a = 4, b = 5, ¢ = 6, voidaan
kosinilauseen avulla varmistaa, ettd v = 2a.. Saatiin ratkaisu.

Kolmas vaihtoehto merkitsee yhtaloa

sin(36) sinf  sin(20)

kE—1 k E+1°

Se johtaa yhtaloihin
k—1  (k+1)?
ko k2
ja k? — 3k +1 = 0. Talli yhtilolli ei ole kokonaislukuratkaisuja, joten kolmas vaihtoehto
ei johda ratkaisuun.

1

68.2. Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut x, joiden kymmenjarjestelmaesityksen nu-
meroiden tulo on z? — 10z — 22.

Ratkaisu. Koska luvun numeroiden tulo on positiivinen, on oltava z? — 10z — 22 > 0. Siis

S 100 + /100 + 88 13
T
2

>5+ — >11.
+2

Olkoon luku (n + 1)-numeroinen ja olkoon sen ensimméinen numero a. Silloin z:n nume-
roiden tulo on silloin enintdin a - 9" < a - 10™ < z. Siis 22 — 11z + 22 < 0 eli
1144121488 11 15
xz < + + <=+ —==13.
2 2 2
Ainoa mahdollisuus on x = 12. Todellakin 122 —10-12 —22 =2 =1-2, joten z = 12 on
tehtavan ratkaisu.
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68.3. Yhtaloryhmassa
( ax%+bx1+c:w2

2
ary + bry + ¢ = x3

2
ar, | +brp_1+c=uz,

2
L ax, +bx, +c=x;

a, b ja c ovat reaalilukuja ja a # 0. Osoita, etta ryhmalla

a) ei ole reaalisia ratkaisuja, jos (b — 1) — 4ac < 0,

b) on tdsmalleen yksi ratkaisu, jos (b — 1) — 4ac =0,

c) on useampia kuin yksi ratkaisu, jos (b — 1)? — 4ac > 0.
Ratkaisu. Olkoon p(z) = az? + (b — 1)x +c. (b— 1) — 4ac on silloin p:n diskriminantti.
Vahennetaan yhtaloryhman k:nnesta yhtalosta puolittain xy kaikilla k=1, 2, ..., n. Yh-
taloryhma saa silloin muodon

{p($k>:$k+1—$k, k:1727"'7n_17

p(xn> =T1 — Tn.

Jos (b—1)? —4ac < 0, niin p(z) olisi joko kaikilla = positiivinen tai kaikilla z negatiivinen.
Joka tapauksessa kaikki erotukset xo — x1, 3 — 22, ..., T, — Tn_1 ja T1 — T, olisivat
samanmerkkisii. T#ami johtaa ristiriitaan z1 # x1. Jos (b — 1)? — 4ac = 0, niin p:1l4 on
tasan yksi nollakohta ¢ ja muut p:n saamat arvot ovat joko kaikki negatiivisia tai kaikki
positiivisia. Saadaan samanlainen ristiriita kuin edella, paitsi jos x1 = z9 = ... =z, = {;
tama on yhtaloryhman ainoa ratkaisu. Jos viimein p:n diskriminantti on positiivinen, p:11a
on kaksi eri nollakohtaa t; ja t5. Yhtaloryhmén ratkaisuja ovat talloin ainakin x, = t;
kaukilla £k ja xp = to kaikilla k.

68.4. Todista, etta jokaisella tetraedrilla on ainakin yksi karki, josta lahtevien sarmien
pituiset janat voivat olla kolmion sivuina.

Ratkaisu. Tarkastellaan tetraedria ABC' D. Voidaan olettaa, attd AD on sen pisin sdrma.
silloin varmasti

AD+ BD > DC,
AD+ DC > BD,
AD+ AC > AB,
AD+ AB > AC.

Kolmioista ABD ja ACD saadaan AB + BD > AD ja AC + DC > AD. Kun nama
epayhtélot lasketaan puolittain yhteen, saadaan AB + AC + BD + DC > 2 - AD. Mutta
tama merkitsee, etta ainakin toinen epayhtaloista

AB+ AC > AD, BD+ DC > AD

on voimassa. Jos se on edellinen, niin ratkaisun alun neljan epayhtalon ryhman kahdesta
viimeisesta epayhtalosta seuraa, etta AB, AC ja AD voivat olla kolmion sivut. Jos se on
jalkimmaéinen, niin ratkaisun alun neljan epayhtalon ryhman kahdesta viimeisesta epayh-
talosta seuraa, ettd AD, BD ja C'D on vastaava ominaisuus.
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68.5. Olkoon a positiivinen vakio ja f reaalilukujen joukossa maaritelty reaaliarvoinen
funktio, joka toteuttaa kaikilla reaaliluvuilla x ehdon

fla+a) =5 + V@) — J@P.

Todista, ettd f on jaksollinen, ts. ettd on olemassa b > 0 siten, ettd f(z+0b) = f(x) kaikilla
x. Anna tapauksessa a = 1 esimerkki funktiosta f, joka ei ole identtisesti vakio.

1
Ratkaisu. Voidaan valita b = 2a. Pétee nimittéin, koska f(z) > 37

flx+2a) = f((x+a) +a)= —+¢fw+a — f(z+a)?

% \/+J— <+\/—+f >)

1 1 5 1 1
—§+¢1—ﬂm+fm>—§+pm»—ﬂ—fm»
1 1
Tarkastellaan funktiota g, g(x) = = —|— Vv —x2. Pétee g(1) = =3 ja g (5) = 1. Jos siis

esimerkiksi f(z) = 5, kun 2n <z < 2n+1ja f(x) =1, kun 2n + 1 < z < 2n, kaikilla
kokonaisluvuilla n, niin f ei ole vakio ja toteuttaa tehtavan ehdon parametrin a arvolla 1.

68.6. Olkoon |x| suurin kokonaisluku, joka on pienempi tai yhtd suuri kuin x. Laske
summa

“|n + 2k
Z 2k+1 ’
k=0

missa n on positiivinen kokonaisluku.

Ratkaisu. Osoitetaan ensin, etta
1
ot 5| = 1200 - L) (1)

1 1
Olkoon = = k + y, missa k on kokonaisluku ja 0 <y < 1. Jos y < 37 niin Laz + §J =k

1 1
ja |2x] = 2k. Selvisti (1) pétee, Jos 3 < y, niin {m—I— QJ =k+1, 22| =2k+1, ja (1)
pitee. On olemassa luku k,, siten, ettd 28 > n. Kun k > k,,, on

n + 2k

i < b
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+ 2
92k+1
aputuloksen avulla viela muuttuu helposti laskettavaksi teleskooppiseksi summaksi:

9] kn—1 kn—1
n + 2k \ n+ 2k < n 1
S-S ] - X s
9k+1 92k+1 9k+1 2

S8 (3D - - ] - -

69.1. Todista, etta on olemassa aarettoman monta luonnollista lukua a, jolla on seuraava
ominaisuus: luku z = n* + a ei milldén luonnollisella luvulla n ole alkuluku.

Ratkaisu. Jos a = 4k* jollain kokonaisluvulla k > 2, niin

joten = 0, kun k > k,,. Tehtavan sarja supistuu aarelliseksi summaksi, joka

nt +a=n*+ 4k = n* + 4%k + 4kt — 42k = (n2 -+ 2k2)2 — (2nk)?
= (n® 4 2k* — 2nk) (n® 4+ 2k + 2nk) = ((n — k)* + k%) ((n+ k)* + k%) .

Viimeisen tulon tekijoisti pienempi on ainakin k? ja siis suurempi kuin 1. n* + a on

identiteettind.]

69.2. Olkoot aq, as, ..., a, reaalisia vakioita, x reaalilukumuuttuja ja

1
52 1 cos(a, + ).

Osoita: jos f(x1) = f(z2) =0, niin x1 — 2 = mm, missd m on kokonaisluku.

1 1
f(x) = cos(a; + x) + §Cos(a2 +2) 4+ — cos(ag + ) + - - +

Ratkaisu. Osoitetaan ensin, ettd f ei ole nollafunktio. Koska nimittain
n—1

1
f(x) > cos(a; + x) — E o > cos(ay +z) — 1,
i=1

on ainakin f(—a1) > 0. Kosinin yhteenlaskukaavan perusteella

1
f(z) =cosz <cosa1 + icosa2+---+

o1 Cos an) +

. ) 1 .
+sinx (sma1 -+ ismaz 4+t S

sinan) =acosx + bsinzx

joillain reaaliluvuilla a ja b. Koska f ei ole identtisesti nolla, on a? + b% > 0. Tunnetulla
tavalla voidaan nyt kirjoittaa

missa y on valittu niin, etta

=V a? + b2sin(x + y),

cosx +

b .
\/TW Sin x)

. a b
smmy = —F————, COSY = —F/————.
Yy a2+b2 Yy «/a2+b2

Jos nyt f(z1) = f(xz2) = 0, niin 1 + y ja 2 + y ovat molemmat luvun 7 monikertoja,
joten niiden erotus x1 — x5 on myos 7:n monikerta.
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69.3. Maarita jokaista k:n arvoa 1, 2, 3, 4 ja 5 kohden se valttamaton ja riittava ehto, joka
positiivisen luvun a tulee tayttaa, jotta olisi olemassa tetraedri, jossa on k a:n pituista ja
6 — k ykkosen pituista sarmaa.

Ratkaisu. Riittdd, ettd todistetaan viite oikeaksi, kun k& € {1, 2, 3}. Yksinkertainen
yvhdenmuotoisuusmuunnos palauttaa tapaukset k = 4 ja k = 5 tapauksiin k =2 ja k = 1.

Olkoon k = 1. Oletetaan, etta tetaredrissa ABCD on
CD = a ja muut sarméit = 1. Jos M on AB:n kes-
kipiste, niin tasasivuisista kolmioista ABC' ja ABD

saadaan DM = CM = ? kolmion MCD kolmas
sivu C'D on silloin enintaan /3. Toisaalta a < v/3 on
riittava ehto vaaditunlaisen tetraedrin olemassaololle.
Jos tasasivuiset, 1 — sivuiset kolmiot ABC' ja ABD
”saranoidaan” toisiinsa pitkin janaa AB, niin karjet
C ja D ovat M: kautta kulkevassa AB:n keskinor-
maalitasossa M-keskisella ympyralla, jonka halkaisija
on 3. Josa < \/g, Pisteet C' ja D voidaan aina valita
talta ympyralta niin, ettd CD = a ja kolmio MC'D on
aito. Talloin tetraedri ABCD on vaaditunlainen.

Jos k = 2, on kaksi mahdollisuutta. Joko a:n pituiset sarmat lahtevat samasta karjesta
tai niilla ei ole yhteisia pisteitd. Tarkastellaan ensin edellistd tapausta. Oletetaan, etta
AD = BD = a ja muiden sdrmien pituus on 1. Jos nyt M on sivun AB keskipiste, niin

/ 1 1
DM = QQ—Z, CM:§¢§.

Kolmiosta M C'D saadaan nyt valttamaton ehto

1 1 1
1= 2 - 14 =

2\/§<\/a 7 < +2\/§,

V2—V3<a<y\/2+ V3.

On helppo paatellda samoin kuin edelld, ettd ehto on myo6s riittava. Olkoon sitten tet-
raedrissa ABCD AB = CD = a ja muut sarmét = 1. Kolmiossa M CD on nyt

joka sievenee muotoon

CM = DM = 1-%&.

24/1 12>
— —Qa a
\ 4

eli a < v/2. Ehto on myos riittava. Koska V2 <2+ \/g, tapauksen k = 2 valttamaton
ja riittévi ehto on a < V2 + /3.

Nain ollen on oltava
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1
Kun k£ = 3, tetraedri voidaan konstruoida kaikilla a. Jos a > 73 voidaan valita tetraedrin

pohjaksi tasasivuinen kolmio ABC| jonka kaikki sivut ovat = 1 ja valita kolmion tason silta
normaalisuoralta, joka kulkee kolmion keskipisteen kautta piste D, jonka etaisyys kaikista
kolmion kérjista on a. Jos a < \/g, tehdaan edella mainittu konstruktio kayttamalla a:n
sijalla lukua a~! ja pienentamélld sitten syntynytti tetraedria kertoimella a.

69.4. Olkoon AB puoliympyran ~ halkaisija ja C jokin vy:n piste (A # C # B). C:n
kohtisuora projektio janalla AB on D. Olkoon ~; kolmion ABC' sisadn piirretty ympyra,
Yo ympyra, joka sivuaa y:aa ja janoja AD sekd DC, ja 3 ympyra, joka sivuaa y:aa ja
janoja BD seka DC'. 'Todista, ettd ympyroilld ~v1, 2 ja v3 on AB:n lisaksi toinenkin
yvhteinen tangentti.

Ratkaisu. Olkoot O v:n, I v1:n, Is v2:n ja I3 v3:n
keskipisteet ja R, r, ro ja rs samassa jarjestyksessa
ndiden ympyroiden sdteet. Olkoot viela X, E ja F
pisteet, joissa 71, 72 ja y3 sivuavat janaa AB. Pis-
teet ovat samalla ympyroiden kohtisuorat projektiot
janalla AB. Sivutkoon vield v, BC:ta pisteessa Y ja
AC':ta pisteessd Z ja olkoot G ja H pisteet, joissa v
ja 3 sivuavat puoliympyraa . Voidaan olettaa, etta
O on janalla AD. Merkitaan viela OD = d.

Vaite tulee todistetuksi, jos osoitetaan, ettd I, Iy ja I3 ovat samalla suoralla. Silloin
peilaus taman suoran yli pitaa ympyrat v1, v2 ja v3 muuttumattomina, mutta kuvaa niiden
yvhteisen tangentin AB toiseksi yhteiseksi tangentiksi. Nyt I on suoralla Is I3 varmasti, jos
I on janan I5l3 keskipiste. Tama taas toteutuu, jos r on rs:n ja rs:n keskiarvo ja X
on janan FF keskipiste. Todistetaan, ettd nain on. Todistuksessa kaytetaan toistuvasti
hyodyksi tietoa, jonka mukaan ympyran tangenttien leikkauspisteen ja sivuamispisteiden
valiset janat ovat yhta pitkia.

Koska Z/BC' A on suora, CZIY on nelio ja siis CZ = CH = r. Jos AC =b ja BC = a,
niin 2R=AB=AX+XR=AZ+BY =(b—r)+ (c—r). Siis

1
rzi(a+b)—R.

Suorakulmaisesta kolmiosta DCO saadaan CD? = R? — d? ja tamin jilkeen suorakulmai-
sista kolmioista CAD ja BCD
b2 = 2R?> + 2RD, a® =2R? - 2Rd.

Janojen OG = OIy + LG = \/r2+(ra—d)2+ 17 = R ja OH = OI3 + I3H =
V72 4 (r3 + d)? +r3 = R avulla saadaan toisen asteen yhtilét pituuksille 7o ja r3; ratkai-
suiksi saadaan

ro=—R+d+V2R? —2Rd=—-R+d+a, r3=-R—-—d++\2R?>?+2Rd=—-R—d+b.
Nyt ro +1r3 = —2R 4+ a + b = 2r. Ensimmainen keskiarvoehto tayttyy. Toinenkin tayttyy,
sila A+ AF = AD —ro+AD+1r3=2R+2d+ R—d—a—R—-—d+b=2R—a+b=
2b—r)=2-AZ=2-AX.
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69.5. On annettu n > 4 tason pistetta, joista mitkaan kolme eivat ole samalla suoralla.
. . .. (n=3 . : . oy
Osoita, etta on olemassa ainakin ( 5 kuperaa nelikulmiota, joiden karjet ovat annet-

tujen pisteiden joukossa.

Ratkaisu. Osoitetaan ensin, ettd tehtavan ehdot tayttavasta viiden pisteen joukosta
{A, B, C, D, E} voidaan valita kuperan nelikulmion kérjet. Jos ABCD on kupera ne-
likulmio, asia on selvi. Ellei néin ole, pisteista voidaan valita kolme, esimerkiksi A, B, C,
niin , ettd D on kolmion ABC sisapiste. Jos my0s E on kolmion sisdpiste, se on sisapiste
tasan yhdessa kolmioista ABD, BC'D, CAD, esimerkiksi kolmiossa ABD. Jos nyt E on
samassa C'D maarittamista puolitasoista kuin A, niin AEDC' on kupera nelikulmio, pain-
vastaisessa tapauksessa taas CDFEB on sellainen. F voi sijaita kolmion ABC' ulkopuolella
vhdessa sellaisista aarettomista alueista, joita rajoittaa yksi kolmion sivu ja kahden muun
jatkeet, esimerkiksi alueessa, jota rajoittaa jana BC ja janojen AB ja AC jatkeet. Jos E
on siind AD:n maarittamassa puolitasossa, jossa B on , niin ABE D on kupera nelikulmio,
painvastaisessa tapauksessa taas ADFEC on sellainen. E voi viimein sijaita jonkin kolmion
kulman ristikulman aukeamassa, esimerkiksi kulman ZABC ristikulman. Jéllen sen mu-
kaan kummassa D B:n méaaraamista puolitasoista E sijaitsee, joko AEBD tai CDBE on
kupera nelikulmio.

Olkoon sitten n > 4 mielivaltainen. Tehtavan pistejoukolla on (Z) 5-alkioista osajouk-

koa, ja jokaiseen liittyy ainakin yksi kupera nelikulmio. Tietty kupera nelikulmio voi liittya
enintdén (n — 4):8én eri viiden pisteen joukkoon. (Téllaisessa joukossa ovat aina nelikul-
mion nelja kirked, ja viides piste voidaan valita (n — 4):114 eri tavalla.) Eri nelikulmioiden

maara on siis ainakin (5> On viela osoitettava, ettd kun n > 5, niin

)= ()

o= (n— 4527)1 — 3) - n(n6o_(i>£n4; 2).

n—4

Tarkastellaan suhdetta

Silloin f(5) =1 ja

fln+1) (n+1)(n—4) n?>—(3n+4)

fn)  (n=2)(n—=3) n*—(n-06)
Koska 5n — 6 — (3n +4) = 2n — 10 > 0, kun n > 5, f(n) ei vihene, kun n kasvaa, joten
f(n) > 1 kaikilla n > 3.
69.6. Osoita, etta jos x1 > 0, xo > 0, x1y7 — z% > 0 ja zays — zg > 0, niin
8 1 1
(z1+32)(y1 + y2) — (21 4+ 22)% ~ @1y — 28 @y — 23

IImoita valttamaton ja riittava ehto yhtasuuruuden voimassaololle.
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Ratkaisu. Merkitaan Dy = z1y; — zl, Dy = xoys — 22 Muokataan ja arvioidaan todis-
tettavan epayhtalon vasemman puolen nimittajaa:

(z1 + 22)(y1 + y2) — (21 + 22)° = D1 + Do + 192 + T2y1 — 22122

2 T T
= <\/ D + v/ Dz) —2/D1Dy + w—lmyz + x—2901y1 — 22129
2 1
2 x x
~ (VD1 +VDs) = 2v/DiDs + 22 (Do 28) + 22 (D1 + 23) — 222
2 1

:<¢E+@>2—2 D1D2+ D2+ D1+(\/§ZQ+\/§21)2
:<\/DT+\/D7)2+( %DQ—\/— > (\/EZQ—\/ia) (VD + VD)

Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélisen epéayhtalon perusteella on

WP () =5 (5 5)

Niinpa
8 2 1 1
5 < < —+ =,
(VD1 + v/D>) vDiDy; = D1 Do

ja vaite seuraa. Yhtasuuruus viimeisessa epayhtalossa on vain silloin, kun Dy = Ds, ja
aikaisemmassa nimittajan arviossa silloin, kun

X1 X1 Z2
— Dy = _Dh \/—22 \/—21
x2

Yhtasuuruus vallitsee siis silloin ja vain silloin, kun 1 = x9, y1 = y2 ja 21 = 25.

70.1. Olkoon M mielivaltainen kolmion ABC sivun AB sisapiste, r1, ro ja r kolmioiden
AMC, BMC ja ABC sisaén piirrettyjen ympyroiden sateet sekéd p1, p2 ja p jotka sivuavat
AM :ad sekd CA:n ja CM:n jatkeita; M B:td seka CM:n ja CB:n jatkeita ja AB:ti ja
CA:n ja CB jatkeita. Todista, etta

T1 T2 T

p1 P2 _,0.
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Kaytetdan trigonometriaa. Olkoot kolmion kulmat
/CAB = o, ZABC = (3 ja olkoon ZAMC = 9. Kol-
mion sisaan piirretyn ympyran keskipiste on kolmion
kulmanpuolittajien leikkauspiste. Siis

AB:r<cot%+cot§).

Kolmion sen sivuympyrén, joka sivuaa AB:ta, keski-
piste kulmien ZCAB ja ZABC vieruskulmien puo-
littajien leikkauspiste. Kulman ja sen vieruskul-
man puolittajat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja
cot(90° — z) = tanz. Niinpd sivun AB pituudeksi
saadaan myos

o 5
AB = tan — + tan — | .
P ( an 5 + tan 2)
Koska cotz = , on siis
tanx
t @ t p
ro an2—|—a,n2 . o 3
- = = tan — tan —.
p 1 1 2 2
a T 3
tan —  tan 2
2
Aivan samoin saadaan
) 180° — ¢
S :tangtan—, 2 :tanétani.
P1 2 P2 2 2
Koska
180° — ¢ ) 1
tan ——— = cot - = ——,
2 2 )
tan —
2
saadaan todellakin
rL 7o o 6
— . — =tan —tan - = —.
pL P2 2 2 p

70.2. On annettu luonnolliset luvut a, b jan,a > 1,b>1 jan > 1. Olkoot A,_1 ja A,
a-kantaisen lukujarjestelman lukuja ja B,_1 ja B, b-kantaisen lukujarjestelman lukuja.
Lukujen A,,_1 ja A, esitykset a-jarjestelmaéssa ovat

An—l = Tp-1Tpn—2...20, An = InIn—-1..-To
ja lukujen B,,_1 ja B, esitykset b-jarjestelméssa ovat

Bn—l = Tp-1TLpn—2...20, Bn = ITnlnpn—-1..-20
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(x, #0 # x,-1). Osoita, ettd epdyhtdlé

An—l Bn—l
4. < B,

on voimassa silloin ja vain silloin, kun a > b.

Ratkaisu. Merkitaan
n—1 ‘
PO =32t g(t) = f(t) + @t
=0

Silloin A,,—1 = f(a), Bn—1 = f(b), A, = g(a) ja B, = g(b). On osoitettava, etté

silloin ja vain silloin, kun a > b. Koska

@ B Tpt™
TOIMNIOK

jaa osoitettavaksi epayhtaldiden a > b ja

a™ b™

fla@) ~ )

yvhtapitavyys. Mutta

an

b?’L
fla) — f(b)

s (

Viimeinen summa on positiivinen, jos ja vain jos a > b.

70.3. Olkoon (a,) reaalilukujono, jolle on voimassa 1l =ap < a; <as <...<a, <..

(by) kaavan

- Ap—1 1
b, = 1 - —
> (1-%) =

k=0

n =1, 2, ..., avulla maaritelty lukujono. Todista, etta
a) 0<b, <2kaikillan=1,2, ...

n—1 n—1 n—1
) = E z;a"b — E x;a’b" = g z;a’ b’ (a”_] — b”_]).
Jj=0 Jj=0 J=0

. ja

b) Jokaista lukua ¢, 0 < ¢ < 2, kohden on olemassa sellainen lukujono (ay), ettd siitéd

muodostetussa lukujonossa (by,) on b,, > c ddrettéméan monella indeksin n arvolla.
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Ratkaisu. a) Koska b,, méérittelevin summan yhteenlaskettavat ovat ei-negatiivisia, b,, >
0 kaikilla n. Yliraja saadaan muotoilemalla summaa ja ottamalla huomioon jonon (a,,)
kasvavuus. Paastaan lopulta teleskooppiseen summaan:

525 Bt () ()
2 (k) sl ) o )

b) Jos a, = a®", niin

Siis b, > ¢, kun
1 ca

> .
a™ a+1

Jos a > 1, niin edellisen epayhtalon vasen puoli tulee mielivaltaisen lahelle lukua 1, kun n
on tarpeeksi suuri. Jos siis a > 1 voidaan valita niin, etta

CCL2

a+1

<1,

niin jono (a,) = (a®") toteuttaa tehtévin ehdon. Mutta ¢ < 2 ja

. a+1
lim =

=2
a—1 CL2

Y

joten tallainen valinta on aina mahdollinen.

70.4. Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joilla on seuraava ominaisuus: Joukko
{n, n+1, n+2, n+3, n+4, n+5} voidaan jakaa kahdeksi yhteisalkiottomaksi epatyhjaksi
joukoksi siten, etta kummankin joukon alkioiden tulo on sama.

Ratkaisu. Téllaisia lukuja ei ole. Jos sellaiset luvut olisivat, niin jokaisen luvun jokainen
alkutekija olisi myos jonkin toisen alkutekija. Luvuista suurimman ja pienimman erotus
on 9, joten lukujen alkutekijoina voisivat olla vain 2, 3 ja 5. Koska 5 voi olla yhta aikaa
vain lukujen n ja n + 5 alkutekija, lukujen n+1, n+2, n+ 3 ja n + 4 alkutekijoita olisivat
2 ja 3. Koska luvuista kaksi on parittomia, naiden on oltava luvun 3 potensseja. Mutta
ainoa 3:n potenssit, joiden erotus on 2, ovat 3° = 1 ja 3! = 3. Mutta silloin n +1 = 1 tai
n+2 =1, joten n <0 eika n ole positiivinen luku.

70.5. Tetraedrissa ABCD on /BDC suora kulma. Pisteen D kohtisuora projektio tasolle
ABC' on kolmion ABC' korkeusjanojen leikkauspiste. Osoita, etté

(AB + BC + AC)? < 6 (AD* + BD* + CD?).
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Mille tetraedrille on voimassa yhtasuuruus?

Ratkaisu. Osoitetaan Pythagoraan lausetta toistu-
vasti kayttamalla, etta

AB? 4+ BC? + AC* =2 (AD? + BD* + CD?). (1)

Kolmiot ADS, BDS, BCD ja DCS ovat nimittiin
suorakulmaisia, joten

AD? + BD? — AB?

=AS? + DS? + BC? — DC? — AB? (2)
=AB? + BC? — 0S? — AB?.

Olkoon vield B’ kolmion ABC B:sté piirretyn korkeusjanan kantapiste. Silloin my6s kulma
ZDB'A on suora. (TAmaé seuraa esimerkiksi siité, ettd D.Sn kohtisuorassa tasoa ABC' vas-
taan, jollon B’ kautta kulkeva DS:n suuntainen suora £ on myos. Siis AC' on kohtisuorassa
kahta tason DBB’ suoraa, nimittdin BB’:a ja (:44 vastaan. Silloin AC on tason DBB’
normaali, ja AC' on kohtisuorassa kaikkia tason DBB’ suoria, my0s suoraa B’ D vastaan.)
Suorakulmaisista kolmioista ABB’, BCB', ASB’, CSB’ saadaan nyt nyt yhtdlén (2) oi-
kealla puolella oleville nelioille

BC? = B'C*+BB"?, AB? = AB"?+BB"?, AS*=AB”+B'S? (CS*=DB'C*+B'S".
Kun ndma4 sijoitetaan yhtaloon (2), saadaan

AD? + BD* — AB* = 0. (3)
Koska B ja C' ovat samanlaisessa asemassa, voidaan aivan samoin johtaa yhtalo

AD?* + CD?* — AC? = 0. (4)

Yhtilsisti (3) ja (4) seké kolmion BC' D suorakulmaisuudesta seuraavasta yht#lostia BD?+
DC? — BC? = 0 seuraa nyt (1).

Sovelletaan nyt yhtéalon (1) vasempaan puoleen Cauchyn—Schwarzin epayhtalod. Sen mu-
kaan

(AB+ BC + AC)? < (17 + 12 +17) (AB® + BC? + AC?) =3 (AB® + BC? + AC?)

Vaitos seuraa.
Cauchyn—Schwarzin epéyhtélon yhtdsuuruusehto (téssé tapauksessa) on AB = BC' = AC.

Kolmion ABC' on siis oltava tasasivuinen. Jotta S yhtyisi kolmion ABC' keskipisteeseen,
on kolmioiden ABD, BDC ja C'D A oltava tasakylkisié ja my6s suorakulmaisia. Kolmioista

1
DBS ja DB'S voidaan helposti laskea, ettd DS = %AB.



49

70.6. On annettu 100 tason pistetta, joista mitkadn kolme eivat ole samalla suoralla.
Tarkastelemme kaikkia kolmioita, joiden karjet ovat annettujen pisteiden joukossa. Osoita,
ettd ndista kolmioista korkeintaan 70 % on terdvakulmaisia.

Ratkaisu. Olkoon E sellainen tason aarellinen pistejoukko, jonka mitkaan kolme pistetta
eiviit ole samalla suoralla. Merkitéén k(£):114 niiden kolmioiden lukumééraé, joiden kérjet
kuuluvat joukkoon F, ja t(FE):1la niiden terdvikulmaisten kolmioiden lukuméérad, joiden
kérjet kuuluvat joukkoon E. Osoitetaan, ettd jos on olemassa luku a, niin ettd t(E) <
ak(E) kaikilla joukoilla E, joissa on n alkiota, niin ¢(F) < ak(F') kaikilla joukoilla, joissa
on n + 1 alkiota. Olkoon siis F = {Py, P5, ..., P,, P,4+1}. Olkoon F,,, = F\ {P,},
m = 1,2,...,n+ 1. Kolmion P;P;P, kérjet kuuluvat kaikkiin joukkoihin F,,, lukuun
ottamatta joukkoja F;, I}, Fj. Tasta seuraa

n+1 n+1
Zt(Fm) = (n_2)t(F)7 Zk(Fm) :<n_2)k<F>'
m=1 m=1
Koska jokaisessa joukossa F,,, on n alkiota, t(F,,) < ak(F,,), m=1,2, ..., n+ 1. Mutta

silloin myo6s ¢(F') < ak(F).

Jos joukossa E on nelja pistettd, niin k(E) = 4. Jos pisteet ovat kuperan nelikulmion
karjet, niin tdméan nelikulmion kulmista ainakin yksi on ainakin 90°, joten t(F) < 3. Jos
taas pisteista yksi on muiden kolmen muodostaman kolmion sisapiste, kolmioista, joiden
kérkend tdmé piste on, enintddn yksi on terdvikulmainen. Nytkin siis k(F) < 3. Jos F

5)
on viiden pisteen joukko, niin k(F) = (3) = 10. Alussa todistetun perusteella t(F') <

3 15
Zk(F) =5 Mutta ¢(F') on kokonaisluku, joten ¢(F') < 7. Induktiolla ndhd&an nyt, etta

7
kaikilla n > 5 on n-alkioiselle joukolle E aina ¢(F) < —k(F). Taémé on totta silloinkin,

— 10
kun n = 100.
71.1. Olkoon n > 2 luonnollinen luku. Osoita, ettid seuraava vaite on tosi silloin ja vain
silloin, kunn = 3 tain = 5: Jos ay, as, ..., a, ovat mielivaltaisia reaalilukuja, niin
(CLl — a2><CL1 — a3> s (CLl — CLn) + (0/2 — al)(ag — CL3) o '(CLQ — Om> + -
o+ (an —ar)(an —az) - (ap —ap—1) > 0.

Ratkaisu. Osoitetaan ensin, etta epayhtalon ei tarvitse olla voimassa, kun n # 3, 5. Jos
n on parillinen, voidaan valita a; = —1 ja ap = 0, kun k£ > 1. Epayhtalon vasen puoli on
silloin (—1)"~! = —1. Jos n on pariton ja n > 7, voidaan valita a; = as = a3 =0, ag = 1
ja ar = 2, kun k£ > 4. Epayhtdlon vasemman puolen summan ainoa nollasta poikkeava
termi on silloin

(ag — a1)(ag — az)(ag — a3)(ag —as) -+ (ag —a,) = (—1)""* = —1.
Jos n = 3, saadaan heti
(a1 — CLQ)(CLl — CL3) + (ag — al)(ag — CL3) + (ag — al)(ag — CLQ)

((a1 — a2)* + (a2 — a3)® + (a3 — a1)?) > 0.

2 2 2 1
:a1+a2+a3—a1a2—a2a3—a3a1zi
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Olkoon sitten n = 5. Symmetrian vuoksi voidaan olettaa, ettd a; > as > ... > as. Silloin
a1 —ag > as —ai > 0, kun k > 3, joten

(a1 —az)(a1 — a3)(a1 — aq)(ar — as) + (a2 — a1)(az — az)(az — as)(az — as) > 0.
Samoin 0 > a4 — ar > a5 — ag, kun k£ < 3, joten

(ag —a1)(ag — a2)(ag — a3)(ag — as) + (a5 — a1)(as — az)(as — az)(as — aq) > 0.
Viimein (a3 — a1)(as — az)(as — aq)(as — as) > 0, koska tulon kaksi ensimmaisté tekijaé

ovat ei-positiivisia ja kaksi jalkimmaista ei-negatiivisia. Koko epayhtalon vasemman puolen
summa, on siis > 0.

71.2. On annettu kupera monitahokas P, , jolla on tasan yhdeksan kérkea Ay, Ao, ..., Ag.
Olkoon P; se monitahokas, joka saadaan P :sta sellaisella yhdensuuntaissiirrolla, jossa piste
Ay siirtyy pisteeseen A;. Osoita, ettd vahintdan kahdella monitahokkaista Py, P, ..., Py

on yhteinen sisapiste.

Ratkaisu. Muodostetaan P kanssa suhteessa 1 : 2 homoteettinen monitahokas niin @,
ettd homotetiakeskus on A;. Osoitetaan, etta jokainen P; sisaltyy monitahokkaaseen ().
Valitaan mielivaltainen j > 1 ja mielivaltainen Y € P;. Silloin on olemassa X € P niin,
ettd XY ja A;A; ovat yhdensuuntaiset ja samanpituiset. A;A;Y X on siis suunnikas.
Suunnikkaan lavistajien keskipiste Z on sekéd janan A;Y etta X A; keskipiste. Koska P
on kupera, janan X A; keskipiste kuuluu P:hen. Mutta ratkaisun alussa maaritellyssa ho-
motetiassa Z kuvautuu pisteeksi Y. Siis Y € (). Olkoon V monitahokkaan P; tilavuus.
Monitahokkaan @ tilavuus on silloin 23V = 8V, ja koska jokainen P; C @, niin monita-
hokkaiden yhdisteen tilavuus on < 8V. Jokaisen monitahokkaan P; tilavuus on V. Jos
niilla ei olisi yhteisia sisapisteita, niin niiden yhdisteen tilavuus olisi 9V. Monitahokkailla
on siis oltava yhteista sisaosaa.

71.3. Osoita, ettd lukujono (2™ — 3) sisaltdd ddrettémén osajonon, jonka jédsenet ovat
keskendan yhteistekijattomia.

Ratkaisu. Esimerkiksi 23 — 3 = 5 ja 2* — 3 = 13 ovat yhteistekijittomis. Oletetaan, etté
on olemassa luvut ng < ny < ... < ng niin, etta lukujen 2™ — 3 ja 2" — 3 suurin yhteinen
tekija on 1, kaikilla 0 <7 < 7 < k. Merkitaan

s = (2M0 — 3) (2™ —3)... (2" —3).

Tarkastellaan nyt lukuja 27, 0 < j < s. Lukuja on s+ 1 kappaletta, joten joillakin kahdella
on sama jakojainnos s:11i jaettaessa. Olkoot ne 2% ja 2%, a > b. Silloin 2° (2“_b — 1) = ps
jollain p, ja koska s on pariton, s on luvun 2%7% — 1 tekiji; soos 2¢7% — 1 = g¢s jollain
g > 1. Mutta silloin 2272 = 4¢s + 4 ja 2¢70%2 — 3 = 4¢s + 1. Luvuilla s ja 272 — 3
ei ole yhteisis tekijoitd. Lisiksi 207072 —3 > 297b 41 > s, joten varmasti a — b+ 2 > ny,.
Voidaan valita ng11 = a — b+ 2. Prosessia jatkamalla saadaan tehtavassa kysytty aareton
osajono.
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71.4. Tetraedrin ABCD kaikki sivutahkot ovat teravakulmaisia kolmioita. Olkoon
/BAD = «a, ZABC = 3, ZBCD = ~ ja ZADC = §. Tarkastellaan umpinaisia mur-
toviivoja XY ZTX, missd X, Y, Z ja T ovat sairmien AB, BC, CD ja DA sisédpisteita.
Osoita:

a) Jos a+ 7y # [+ 9§, niin murtoviivojen joukossa ei ole Iyhinté.

b) Jos a4+~ = B+, on olemassa dédrettéméan monta lyhintd murtoviivaa. Niistd jokaisen

pituus on 2 - AC' - sin g, missd w = L/BAC + ZCAD + /DAB.

Ratkaisu. ”Levitetaén” tetraedri tasoon ABC' piir-
tdméalla kolmiot CBD’' = CBD, CD'A’ =2 CDA
ja AAD'B’ =2 ADB. Olkoot Z', T', X’ ne janojen
CD', A’D', A’B’ pisteet, joille CZ' = CZ, AT = AT
ja A’X’ = AX. Murtoviivat XY ZTX ja XYZ'T'X’
ovat silloin yhtd pitkdt. Suora A’B’ saadaan suorasta
AB suorittamalla (jos pisteiden nimedminen on tehty
niin kuin kuviossa) kulman 3 suuruinen kierto nega-
tiiviseen kiertosuuntaan pisteen B ympari, sitten y:n

suuruinen kierto positiiviseen suuntaan pisteen C' ynpari, sitten d:n suuruinen kierto
pisteen D’ ympari negatiiviseen suuntaan ja viimein o:n suuruinen kierto positiiviseen
suuntaan pisteen A’ ympéari. Néin ollen AB||A’B’ vain, jos a« + v = [+ §. Pis-
teet X, Y, Z', T', X’ ovat janojen AB, BC, CD', D'A’, A’B’ sisdpisteitd. Jos AB ja
A’'B’ leikkaavat, on aina mahdollista suorittaa pienentavd homotetiakuvaus leikkaus-
piste keskipisteena niin, ettd pisteiden X, Y, Z’, T', X’ kuvapisteet ovat yha janoilla
AB, BC,CD’, D'A’, A’B’. Téassa tapauksessa jokaista tehtdvan ehdon tayttavai murto-
viivaa kohden on olemassa lyhempi ehdon tayttdva murtoviiva, joten lyhinta murtoviivaa
ei ole olemassa.

On vield osoitettava, etté jos a+vy = 3+ eli AB||A’B’, niin lyhyin murtoviiva on olemassa.
Koska BD'A’C on kupera nelikulmio, C'D":n ja A’B:n leikkauspiste Z” on janalla C'D’.
Z" on samalla suunnikkaan ABB’A’ lavistdjin piste, joten Z”:n kautta piirretty AA":n
suuntainen suora leikkaa AB:n ja A’B’:n. Leikkauspisteille X ja X' patee AX = A’ X',
Koska ABD'C ja D' B’ A’C ovat kuperia, janat X Z" ja Z"” X' leikkaavat janat BC ja A’D’
pisteissa Y jaT". Selvasti XY +Y Z'+Z'T'+1T'X' > X X' = XY"+Y"Z"+Z"T"+T" X'.
Janaa X X’ voidaan siirtdd yhdensuuntaissiirolla ainakin jonkin verran, joten lyhimpia
murtoviiva on aarettoman monta.

Lyhimmé&n murtoviivan pituus on janan AA’ pituus eli 2 - AC - sin (% 'ZACA'). Vii-
sikulmion AX X’A’C' kulmien summa on 540° ja ZAXX' + /XX'A" = 180°. Siis
ZACA' = 360° — w ja sin (% -ZAC'A') = sin (180O - %w) = sin (%w) Todistus on
valmis.

71.5. Osoita, ettd jokaista positiivista kokonaislukua m kohden on olemassa tason aéarelli-
nen pistejoukko S,,, jolla on seuraava ominaisuus: Jos A kuuluu joukkoon S,,, niin tasan
m:n S,,:n pisteen etaisyys A:sta on 1.
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Ratkaisu. Osoitetaan ensin, ettd jokaista luonnollista lukua n > 2 kohden on olemassa
sellaiset n vektoria w1, Wa, ..., Un, ettd jokaisen pituus on 3 ja jos ¢y, €2, ..., Cp ON

joukko lukuja, joista jokainen on joko 0, —2 tai 2, niin vektorin

n

%
S e
k=1
ei ole nollavektori eiké, yksikkévektori. Jos n = 2, voidaan vektoreiksi 'y ja ' valita
mitka tahansa ei-yhdensuuntaiset §-pituiset vektorit. Oletetaan, ettd ehdon tayttavat vek-

torit w_1, Wa, ..., U} ovat olemassa, kun k > 2. Vektorin u ;4 tulee olla pituudeltaan

1
3 ja aina, kun ¢; € {—2, 0, 2} ja > |¢;| > 4, on oltava

k+1

2: —
Ci U,

1=1

£0, 1.

1
Ehdot eivat selvastikaan sulje pois kaikkia i-pituisia vektoreita, joten u .1 voidaan va-
lita.

Olkoon nyt w1, @Wa, ..., U edelld konstruoitu n:n vektorin joukko. Joukoksi S,, vali-
taan ne 2" pistetta, joiden paikkavektorit ovat

m
Z bk7k7
k=1
kaikilla by, = 1. Jos nyt P on jokin S,,:n piste ja P:n paikkavektori on
m
D a
k=1

ja @ on jokin toinen S,,:n piste, ja (Q:n paikkavektori on

m
E bku—k>7
k=1

niin

P -Q|=

Zak—bk

Koska |ap — bg| € {0, 2}, |P — Q| = 1 tésmélleen silloin, kun luvuista ay — by tasan yksi
on nollasta eroava. Tallaisia lukuja on tasan m kappaletta.
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71.6. Olkoon A = (a;;), i,j = 1,2, ..., n, matriisi, jonka alkiot ovat ei-negatiivisia
kokonaislukuja. Matriisilla A on seuraava ominaisuus: jos a;; = 0, niin

a1 + aip + -+ Qip +a1; +ag; + -+ ap; 2 n.

1
Osoita, etta matriisin kaikkien alkioiden summa on ainakin §n2.

Ratkaisu. Olkoon S matriisin kaikkien alkioiden summa ja olkoon p pienin yhden vaaka-
tai pystyrivin alkioiden summista. Jos p > o+ iin S > 5™ Oletetaan siis, ettd p < oS
Voidaan olettaa, ettd ensimmaisen vaakarivin alkioiden summa on p ja etta ensimmaisen
vaakarivin ¢ ensimmaista alkiota ovat positiivisia ja loput n — ¢ nollia. Oletuksen mukaan
silloin (n — ¢):mn viimeisen pystyrivin alkioiden summa on > (n — ¢)n — (n — ¢)p. pn
minimiominaisuudesta seuraa toisaalta, ettda ¢:n ensimmaisen pystyrivin alkioiden summa
on ainakin pq. Koska matriisin alkiot ovat ensimmaisen rivin ¢ nollasta eroavaa alkiota
ovat kukin > 1, on oltava ¢ < p. Siis

n?.

DN |

1 1
S>(n—gqn—(n—qp+pg= §n2+§(n—2p)(n—2Q) >

72.1. On annettu kymmenen kaksinumeroisen keskenéan eri suuren kokonaisluvun joukko.
Osoita, etta joukolla on kaksi yhteisalkiotonta osajoukkoa, joiden alkioiden summa on
sama.

Ratkaisu. Joukon alkiot ovat ehdon 10 < x < 99 toteuttavia lukuja. Jokaisen osajoukon
alkioiden summa on siis pienempi kuin 990. Joukolla on aitoja osajoukkoja 20 — 2 =
1022 kappaletta. Osajoukoissa on siis sellaisia, joiden alkioiden summa on sama. Jos
kahdella sellaisella eri osajoukolla, joiden alkioiden summa on sama, on yhteisia alkioita,
niin joukoilla, jotka saadaan poistamalla yhteiset alkiot molemmista joukoista, on edelleen
sama alkioiden summa.

72.2. Osoita, etta seuraava vaite pitad paikkansa jokaiselle n > 4: Jokainen sellainen
nelikulmio, jonka ympari voidaan piirtaa ympyra, voidaan jakaa m:ksi osanelikulmioksi,
joiden ympari voidaan piirtada ympyra.

Ratkaisu. Olkoon ABCD jannenelikulmio, «, 3, v
ja 0 sen kulmat. Jannenlikulmion perusominaisuuden
nojalla a +~v = 8+ 0 = 180°. Jaetaan ABCD ensin
neljaksi jannenelikulmioksi seuraavasti. Valitaan si-
vuilta AB ja AD pisteet D’ ja B’ ja piirretdaan B’:sta ja
D’:sta puolisuorat, jotka muodostavat AD:n ja AB:n
kanssa kulmat 3 ja . Kun pisteet valitaan tarpeeksi
laheltd pistettd A, niin mainittujen puolisuorien leik-
kauspiste C' on ABC D:n sisélla. Piirretadn vield C':n
kautta AB:n ja AD:n suuntaiset suorat. Edellen valit-
semalla B’ ja D’ tarpeeksi lahelta pistettd A voidaan
varmistua siita, etta mainituista suorista ensim-
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mainen leikkaa sivun BC' sen sisépisteessd P ja jalkimmainen sivun AD sen sisdpisteessa Q.
Nelikulmion AB’C’ D’ kulmat ovat samat kuin nelikulmoin ABCD. Se on siis jannenelikul-
mio. Yhdensuuntaisuuden perusteella Z/C’'PC = ZABC = (3 ja vastaavasti ZCQC" = /.
Nelikulmion C' PC(Q kulmat ovat siis myos samat kuin nelikumion ABCD, joten C'PCQ
on jannenelikulmio. Puolisuunnikkaassa BPC’'D’ on LZPC'D’' = ZAD'C' = § = 180° — f3,
joten puolisuunnikas on jannenelikulmio. Samoin ndhdaan, ettd puolisuunnikas C'QDB’
on jannenelikulmio. ABCD on siis jaettu neljdksi jannenelikulmioksi. Nyt jokainen puo-
lisuunnikkaan ei-yhdensuuntaisia sivuja yhdistava yhdensuuntaisten sivujen suuntainen
jana jakaa puolisuunnikkaan kahdeksi sellaiseksi puolisuunnikkaaksi, jonka kulmat ovat
samat kuin alkuperdisen puolisuunnikkaan. ABCD:n jako n:ksi puolisuunnikkaaksi on-
nistuu siis esimerkiksi piirtamélla puolisuunnikkaaseen BPC'D’ tarpeellinen méaara AB:n
suuntaisia BP:n ja D'C":n yhdistavia janoja.

72.3. Olkoot m ja n mielivaltaisia ei-negatiivisia kokonaislukuja. Osoita, etta luku

(2m)!(2n)!
m!n!(m + n)!
on kokonaisluku. (Huom. 0! =1.)

Ratkaisu. Todistetaan viaite induktiolla. Tehtéavassa esiintyva luku on kokonaislukujen m
ja n funktio a(m, n). Huomataan, etté kaikilla m on

a(m, 0) = (27’:)

Koska binomikertoimet ovat kokonaislukuja, jokainen a(m, 0) on kokonaisluku. Suora
lasku osoittaa, etta

. (2m+2)!(2n—2)! (2m)!(2n)!
a(m+1,n—1)+a(m,n)= (m+ D!(n—D!(m+n)  mnl(m+n)!
_ @2m+2)2m+Dn+ (m+1)(2n)(2n—1) (2m)!(2n — 2)!

n(m+1)(m+n) ml(n — 1) (m+n—1)!
_ 3 (2m)!(2n — 2)! — da(m, n—1).

ml(n—DlI(m+n—1)!

Siis a(m, n) = 4a(m, n —1) —a(m+ 1, n — 1). Koska jokainen a(m, 0) on kokonaisluku,
on jokainen a(m, 1) kokonaisluku. Jos jokainen a(m, n—1) on kokonaisluku, niin jokainen
a(m, n) on kokonaisluku. Induktioperiaatteen nojalla tehtdvén véite on tosi.

72.4. Maarita kaikki epayhtaloryhman

(2] — x35) (25 — 2325) <0

(23 — 2421) (25 — 2421) <0

(22 — z529) (23 — z522) <0

(x5 — 2123) (2% — 7123) <0

C (2f — x2x4)(m% — xoxy) <0,

missd x; > 0,7 =1, 2, ..., 5, ratkaisut (x1, x2, T3, T4, Ts5).
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Ratkaisu. Jos x > 0 on mielivaltainen, niin (x, z, z, z, ) on yhtdléryhmén ratkaisu.
Osoitetaan, ettd muita ratkaisuja ei ole. Jos téllainen ratkaisu (z1, 2, x3, x4, x5) kuiten-
kin olisi olemassa, niin ainakin yksi seuraavista ehdoista olisi voimassa: x1 # x3, 3 # x5,
T5 # Tg, Ty # x4 tal x4 # x1. Koska epayhtidloryhméa on symmetrinen indeksien kier-
tovaihtelun suhteen, voidaan olettaa, ettd ryhmalld on ratkaisu, jossa x3 # 5. Voidaan
vield olettaa, ettd x3 < x5, koska aina, kun (z1, 2, 3, x4, 5) on ratkaisu, myds vii-
sikko (:Ul_l, :c2_1, :Ugl, x;l, :c5_1) on ratkaisu. Tarkastellaan erikseen tapaukset x1 < z5 ja
x1 > xo. Edellisessa tapauksessa tehtavan epayhtaloistd ensimmaéisessa vasemman puo-
len tekijoista ensimmaisen on oltava ei-positiivinen ja jalkimmaisen ei-negatiivinen. Siis
1?2 < w3ws < 2, joten myx3 < 72, ja 23 < 2315 < x3. Tehtiivin neljinnesti epiyh-
tilostd seuraa nyt 2 < xyr3 < rsw3 < Tows, joten kolmannen epiyhtilon perusteella
r3r5 < Toxs < 3. Syntyi ristiriita. Olisi siis oltava xo < x1. Téissi tapauksessa tehtivin
ensimmaéisests epiyhtilosti seuraa x? > w35 ja 23 < x375. Toisen epiyhtilon perusteella
on oltava xyrq < max{z3, 3} < x3ws ja neljinnen epiyhtilon perusteella puolestaan
T4wy > min{z®, 23} > w3ws. Téten x1 < z9, eli piinvastoin kuin oletettiin. Kaikkiaan
oletus siita, etta epayhtaloryhman ratkaisussa jotkin kaksi tuntematonta olisivat eri lukuja,
on johtanut ristiriitaan.

72.5. Olkoot f ja g vélilld (—oo, +00) madriteltyja funktioita, jotka toteuttavat kaikilla
x ja y yhtalon

flx+y)+ flz—y)=2f(r)g(y).

Osoita, etta jos f(x) ei ole identtisesti 0 ja jos | f(x)| < 1 kaikilla z, niin |g(y)| < 1 kaikilla
Y.

Ratkaisu. Tehd&én vastaoletus |g(y)| > 1 jollain y. On olemassa z, jolle f(x) # 0. Silloin
A+ lgDIf @) <2 f(@)llgW) = 1f(z+y) + fle =y < |flz+y)l+[f(z—y)]

1
Ainakin toinen luvuista |f(x+y)|, |f(x —y)| on silloin suurempi kuin 5(1 +lg(y)D|f(x)] >

1
|f ()| > 0. Voidaan olettaa, etta tdmé luku on | f(z +y)|. Merkitadn a = 5(1 +1g(y)|. Siis

a > 1. Mutta jos nyt x korvataan luvulla z+y, ja huomataan, ettd | f(x+y)| > | f(z)|, niin
sama paattely kuin edelld antaa |f(z + 2y)| > a|f(z + y)| > a?|f(x)|. Prosessia voidaan
jatkaa, ja saadaan |f(z + ny)| > a”|f(x)|. Koska a > 1, a™ on tarpeeksi suurilla n:n
arvoilla suurempi kuin kiinted luku |f(z)|~!. Ei siis voi olla |f(z + ny)| < 1 kaikilla n,
joten vastaoletus johti ristiriitaan tehtavan oletusten kanssa. Tehtavan vaite on siis tosi.

72.6. On annettu nelja eri yhdensuuntaista tasoa. Osoita, ettd on olemassa sellainen
saannollinen tetraedri, etta jokaisella annetuista tasoista on yksi tetraedrin karki.
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Ratkaisu. Olkoot annetut nelja tasoa 71, T2, 73, 74.
Voidaan olettaa, ettd kolme viimeista tasoa ovat sa-

massa 7T1:n rajaamassa puoliavaruudessa ja ettd 7i:n
normaali leikkaa tasot indeksien numerojarjestyksessa.
Olkoon d; tasojen 7; ja 7;41 vélinen etdisyys. Jos nyt
ABCD on mielivaltainen sdannéllinen tetraedri, voi-

daan valita sirméaltd AD pisteet P; ja Ps, jotka jaka-

vat sirméan suhteessa d; : ds : dg, sarmaltd BD piste A
@, joka jakaa sen suhteessa ds : d3 ja viela sdrmalta

AC' piste R, joka jakaa sen suhteessa dy : do. Nyt
kolmiot PyBD ja P,QD ovat yhdenmuotoisia (sks), B

samoin kuin kolmiot ARP; ja AC'P,. Edellisesté yh-

denmuotoisuudesta seuraa Py B|| P, D, jéalkimmaisestd P R||P,C. Tasoilla BRP; ja QCPs
on siis kaksi paria yhdensuuntaisia suoria, joten tasot ovat yhdensuuntaiset. Kun viela
tetraedrin kédrkien A ja D kautta asetetaan nédiden kahden tason kanssa yhdensuuntai-
set tasot, on l0ydetty nelja yhdensuuntaista tasoa, joista kukin sisdltaa yhden tetraedrin
ABCD karjista ja joiden etaisyyksien suhde on d; : d3 : d3. On olemassa sellainen avaruu-
den yhdenmuotoisuuskuvaus, joka vie ndmé nelja tasoa tasoiksi 71, 7o, 73, 74. Tetraedri,
jonka karjet ovat ABC'D:n karkien kuvat tésséd kuvauksessa, on tehtavissa vaadittu tet-
raedri.

73.1. Olkoon piste O suoralla ¢ ja olkoot O—f’l, O—P>2, ceey O—f;n vksikkovektoreita. Ole-
tetaan lisiksi, etta kaikki pisteet P; sijaitsevat {:n sisaltavassa tasossa suoran ¢ samalla
puolella. Osoita, etta jos n on pariton, niin

P,

P

|OP, +OP +---+ 0P, | > 1.

Ratkaisu. Todistetaan vaite oikeaksi induktiolla. Se
on selvasti tosi, kun n = 1. Olkoon n > 3. Ole-
tetaan, ettd viite patee (n — 3):lle vektorille. Olkoot
pisteet Py, Ps, ..., P, tassa jarjestyksessa suoran / ra-

joittamalla O-keskisella 1-sdteiselld puoliympyrinkaa-
rella . Olkoon viela

— —_— —_— —
a :OP2+OP3—|—:Pn_1

Induktio-oletuksen nojalla |a’| > 1. Olkoon @ sellainen piste, etti a = (72 Janalla OQ
ja kaarella IC on yhteinen piste R, ja  on siind puolitasossa 7, jonka rajaa K:n R:n kautta

— — —
kulkeva tangentti ja jossa O ei ole. Vektori OP1+O0OP, = OS5, missa S on kulman ZP;OP,
puolittajalla. Tasta seuraa, ettd ZS0Q on terdva kulma. Nyt O—P)l + oP 4+ + (ﬁ)n =

O_k)SW—O_Cj = O—fs, missd QP||OS. Selvisti my0s piste S on puolitasossa , ja siis etAdmpéana
pisteesta O kuin puoliympyra K. Induktioaskel on otettu.
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73.2. Selvita, onko kolmiulotteisessa avaruudessa olemassa sellainen aarellinen pistejoukko
M, jonka pisteet eivadt ole samassa tasossa, etta jos A, B € M, on olemassa C, D € M
niin, etta suorat AB ja C'D ovat yhdensuuntaiset, mutta eivét ole sama suora.

Ratkaisu. Helpon esimerkin tallaisesta joukosta muodostaa kuution sarmien keskipistei-
den joukko. Jos suora AB ei sisdlla kuution keskipistettd M, C' ja D voidaan valita A:n
ja B:n peilikuviksi M:n suhteen. Jos AB kulkee M :n kautta, C'D voidaan valita neljalla
eri tavalla kuution AB:n suuntaisilta sivutahkoilta.

73.3. Olkoot a ja b sellaisia reaalilukuja, etta yhtalolla
st +ax® +br? +ax+1=0

on ainakin yksi reaalinen juuri. Mééritd summan a® + b? pienin mahdollinen arvo.
Ratkaisu. Koska x = 0 ei toteuta tehtavan yhtaloa, yhtalon juuret ovat samat, kuin

yhtalon

2
1 1 1
m2+ax—|—b+g—|——2: (m—i——) +a(m—|——) +b—2=0
T T T T

> 2, tehtavan yhtalolla voi olla reaalijuuria vain, jos toisen asteen

1
juuret. Koska )m + —
x

yhtélolla
v +ay+b—2=0

on ainakin yksi ratkaisu y, jolle |y| > 2. Yhtélon ratkaisut ovat

Yy = <—aj: a2—4b+8>.

1
2

Jotta olisi |y| > 2, on oltava joko a > 0 ja a + vVa?—4b+8 > 4 tai a < 0 ja
—a + Va? — b+ 8 > 4. Edellisestd ehdosta seuraa, ettd on oltava a > 0 ja 2a — b > 2,
jalkimmaisesta a < 0 ja 2a + b < —2. Suorien 2a — b = 2 ja 2a + b = —2 etaisyys

2
ab-tason origosta on —5; piste (a, b) kuuluu kummassakin tarkasteltavassa tapauksessa
puolitasoon, johon origo ei kuulu ja jota rajoittaa jompikumpi mainituista suorista. Siis

valttimaton ratkaisun olemassaolon ehto on a? + b% > = Osoitetaan, ettd se on riittivi:

4 2 4
jos a = —5 b= —5 niin a? + b = s ja x = 1 on tehtivin yhtilon ratkaisu.
73.4. Sotilaan on varmistettava, etta erdassa tasasivuisen kolmion muotoisessa alueessa tai
sen reunalla ei ole miinoja. Miinaharavan varsi on niin pitka, etta han ylettyy silla itsestaan
etaisyydelle, joka on puolet kolmion korkeudesta. Sotilas lahtee liikkeelle kolmion karjesta.

Mikéa on lyhin tie, jota kulkien hian voi tutkia koko alueen?
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Ratkaisu. Olkoon tehtavan kolmio ABC' ja h sen kor-
keus. Voidaan olettaa, etta sotilas lahtee liikkeelle
karjestd A. Hanen on varmasti kaytava C- ja B-

keskisilla E—séteisﬂlé ympyrankaarilla k¢ ja kg. Osoi-

tetaan ensin, ettd jos D’ on kaaren ko kiinted ja
E’ kaaren kp liikkuva piste, niin D’E’ on lyhin sil-
loin, kun E’ on janalla BD’. Tama seuraa siita, etté

h
D'E'=D'E'+E'B—E'B>DB— 5 ja yhtasuuruus
on voimassa silloin ja vain silloin, kun E’ on janalla

BS’. Olkoon sitten D kc:n ja kulman Z/BC A puolittajan leikkauspiste. Osoitetaan, etta
AD + DB < AD’' + D'B kaikilla kc:n pisteilla D’. Voidaan valita D’ samalta puolelta
suoraa C'D kuin A. Olkoot L ja M pisteen D’ kohtisuorat projektiot suorilla BD ja AD.
Koska kolmio ABD on tasakylkinen, kulman /M DL puolittaja on AB:n suuntainen ja
kohtisuorassa C'D:ta vastaan. Mainittu kulmanpuolittaja on siis kco:n tangentti. Tasta
seuraa, ettd ZLDD" < ZM DD’ ja edelleen (kulmien kosinit!) M D < DL. Suorakulmai-
sista kolmioista D’ AM ja D’BL ndhdéaan, ettda AD’ > AM ja D'B > BL. Siis

AD'+BD' > AM+BL = (AD—MD)+(BD+DL) = AD+BD+(DL—-MD) > AB+BD.

Olkoon E BD:n ja kp:n leikkauspiste. On viela osoitettava, etta kolmion jokainen piste

on enintaan etaisyydella 5 jostain murtoviivan ADFE pisteesta. Leikatkoon E:n kautta

piirretty DC':n suuntainen suora AB:n pisteessd F' ja C'B:n pisteessid GG. Koska D on kol-
mion ABC' C'sta piirretyn korkeusjanan keskipiste, niin murtoviivan mielivaltaisen pisteen
kautta piirretty C'D:n suuntainen suora leikkaa AF'n ja joko AC:n tai CG:n pisteissi, joi-

h
den etaisyys P:sta on enintaan 5" Sotilas voi siis tutkia nelikulmion AFGC murtoviivalta

h
ADE. Mutta kolmion FBG jokaisen kérjen etaisyys E:std on enintdan 5 joten tama
kolmio voidaan tutkia pisteesta E.

73.5. On annettu epétyhji joukko G funktioita f, f(x) = ax + b, a # 0. Joukolla G on
seuraavat ominaisuudet:

(1) Jos f, g€ G, niingo f € G ((go f)(x) =g(f(2)))
(2) Jos f € G, niin myés kdanteisfunktio f~! € G (jos f(x) = ax + b, niin f~1(z) =
1
5(.90 —b)).
(3) Jokaista f € G kohden on olemassa xy siten, ettd f(xy) = xzy. Osoita, ettd on
olemassa k, jolle f(k) =k kaikilla f € G.

Ratkaisu. Oletetaan seuraavassa, etta kaikki mainitut funktiot kuuluvat joukkoon G. Jos
f(z) = = + b, niin ehdon (3) perusteella on oltava b = 0. Funktiolle f(z) = x xs:ksi
kéy jokainen reaaliluku. Jéljelle jadvét funktiot f(x) = ax + b, missd a # 1. Olkoon

sits f1(x) = ax + b ja fo(x) = ax + . Silloin f;'(z) = %(m —b) ja (fgofl_l) (x) =
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1
(— x —b) ) +b0 =2 -0+ V. On siis oltava b = V' eli b on a:n funktio. Funktion
a
f(z) = ax + b kiintopiste z; on ehdon azy + b = z; toteuttava piste eli piste x; =
b

1 . Osoitetaan, ettd x ¢ on jokaisen G:hen kuuluvan funktion kiintopiste. Tarkastellaan
—a

funktioita f(z) = ax+bja g(x) = cxr+d. Nyt (fog)(z) =alcx+d)+b=acx+ad+b ja
(go f)(z) = c(lax + b) +d = acx + be + d. Edelld sanotusta seuraa, ettd ad +b = bc+ d eli

b d
s = — =X
I~ 1-a 1-c g
73.6. Olkoot ay, as, ..., a, positiivisia lukuja ja 0 < q < 1. FEtsi n reaalilukua
b1, ba, ..., by, joille patee
a) ap <bg, k=1,2,...,n;
b 1
b) g< = 2 k=1,2,...,n—1;
g ! 1+
c) bitby oot by < T (a1 +az o+ ap).

Ratkaisu. Valitaan kaikilla kK =1,2, ..., n
b = a1q" ' +axd" P+ tag tagiig+ o+ ang™ "

Silloin varmasti by > ai kaikilla k, joten ehto a) téyttyy. Ehdon b) tarkastelemiseksi
lasketaan gby, — br41 ja qbr+1 — br. Saadaan

qb — bp11 = <a1qk +aoq® ot apg t app® o+ ag_(k_1)>
- <a1qk +aoq® N4 b ap + apaaq o+ anq”_(k+1)>
= (q2 — 1) (ak+1 4+ -+ anqn_k_l) < 0.
Samoin nahdaan, etta gkgi1 — bx < 0. Kaikkiaan siis

b 1
i R

by q

ja ehto b) tayttyy. Kun termejé sopivasti jarjestetddn, ndhdaén vield, etta

) B ()

k=1

_1+Q"

= ag.
1—qk

=1

Siis my0s ehto ¢) toteutuu.
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74.1. Henkilot A, B ja C pelaavat seuraavaa pelia. Kolmelle kortille on kullekin merkitty
eri kokonaisluku. Naille luvuille p, q ja r patee 0 < p < q < r. Kortit sekoitetaan
ja jokaiselle pelaajalle jaetaan yksi kortti. Sen jilkeen kullekin pelaajalle annetaan niin
monta kuulaa kuin kortissa oleva luku osoittaa. Kortit kerataan pois, mutta kuulat jaavat
pelaajille. Pelikierros kaydadn lapi ainakin kahdesti. Viimeisen kierroksen jilkeen A:lla
on 20, B:la 10 ja C:lla 9 kuulaa. B sai viimeiselld kierroksella r kuulaa. Kuka sai
ensimmadisella kierroksella g kuulaa?

Ratkaisu. Olkoon n > 2 pelikierrosten lukumaéra. Silloin n(p+¢+7) = 204+10+9 = 39.
Koskap+q+r>142+3=6,onoltavan =3jap+q+r =13. Jos olisi r = 4,
olisi p+qg+r < 12. Siis r > 5. Koska B sai viimeisella kierroksella r kuulaa ja B
kokonaiskuulamaara on 10 < p + ¢ + r, han sai sai kahdella ensimmaisella kierroksella
vahemman kuin p + ¢ kuulaa. B sai siis molemmilla ensimmaisilla kierroksilla p kuulaa.
A:n kuulaméaéra on suurempi kuin p + ¢ + r ja lisédksi kolmella jaoton. Jos hén olisi
saanut jommallakummalla ensimmaisista kierroksista muun maaréan kuulia kuin 7, hanen
kokonaiskuulaméaérénsé olisi enintddn 2¢ +r =p+q+1r+ (¢ — p) = 13+ ¢ — p. Silloin
olisi ¢ — p = 20 — 13 = 7 joten olisi oltava ¢ > 8 ja ¢+ r > 8 + 9 = 17. Pelaaja A sai siis
ensimmaisella kierroksella r kuulaa, joten g kuulaa silla kierroksella sai C.

74.2. Osoita, etta silloin ja vain silloin, kun

C
sin Asin B < sin? o5

on kolmion ABC sivulla AB sellainen piste D, ettd C'D on AD:n ja DB:n geometrinen
keskiarvo.

Ratkaisu. Oletetaan, etti CD? = AD - DB. Jos ZACD = 7, ja ZDCB = 75, niin
sinilauseesta ja kosinin yhteen- ja vahennyslaskukaavoista saadaan heti

1
) AD DB sinvyisinye 9 (cos(y1 —72) — cos(m + 2))
~ CD CD sinAsinB sin Asin B
1 1
— (1 —=cosC) sin? ~C
2 _ 2
sin A sin B sin Asin B’

Oletetaan sitten, etta tehtavan epayhtalo on voimassa. Jos maaritellaan

flz) =

cosx — cos C
2sin Asin B’
niin f on jatkuva, f(C) =0 ja
21
£(0) = 1—cosC _ Ccos 50 51
2sinAsinB  sinAsinB —

1
On siis olemassa jokin z, 0 < x < C, jolle f(z) = 1. Nyt v; = §($+C) < C. Jos piirretdan
suora, joka kulkee C':n kautta, muodostaa suoran C'A kanssa kulman ~; ja leikkaa sivun

AB pisteessa D, niin toistamalla edella esitetty sinilauseeseen perustuva lasku nahdaén,
ettd C'D todellakin on AD:n ja DB:n geometrinen keskiarvo.



61

74.3. Osoita, etta luku

z”: <2n + 1> o3k

— 2k + 2

ei ole jaollinen 5:114, oli n mika luonnollinen luku hyvansa.

Ratkaisu. Tehtavan summassa esiintyy ”joka toinen” binomikerroin. Pyritdaan summaan,
jossa ovat ”perakkaiset” binomikertoimet. Merkitaan

n n
2n + 1\ 35 _3 Z 2n 41\ s op41)
— E 2 = 9272 22
v (2k4—2> <2k4—1) ’

n n
= 2 == 22 .

Nyt binomikaavan nojalla
3 3 2n+1 3 3 2n+1
ﬁx+y:<ﬁ+4> ja ﬁx—y:<ﬁ—4> :

Kun edelliset yhtalot kerrotaan puolittain, saadaan

8.:62 o y2 — (8 o 1)2n+1 — 7271—}—1.
Nyt 7 = 2 mod 5, 7> = —1 mod 5, joten 7?"*! = +2 mod 5. Koska y? on aina 0 tai £1
mod 5, ei voi olla 822 = 0 mod 5. Siis 2 ja edelleen z on viidells jaoton.
74.4. 8 x 8-ruutuinen sakkilauta jaetaan p:ksi suorakaiteeksi niin, etta laudan ruudut
sailyvat kokonaisina. Jako toteuttaa seuraavat ehdot.

1) Jokaisessa suorakaiteessa on yhtd monta valkoista ja mustaa ruutua.

2) Jos a; on i:nnen suorakaiteen valkoisten ruutujen méara, niin a; < az < ... < Q.
Etsi suurin p:n arvo, jolla jako on mahdollinen. Maarita kaikki tdhan p:n arvoon liittyvat
Jonot ay, asz, ..., ap.

Ratkaisu. Koska sakkilaudassa on 32 valkoista ruu-

tua, a1 +as + - - - + a, = 32. Toisaalta aj > k kaikilla

1
k, joten a1 +as + -+ ap > ip(p + 1). Téten suurin ;

mahdollinen p:n arvo on 7. Luku 32 voidaan kirjoit- 2 |4 o

taa seitseman eri positiivisen kokonaisluvun summaksi 0 s
viidella eri tavalla:

1+2+3+4+5+6+11, ' 1 . °
14+2+34+4+5+7+10, 6 P
1+24+34+44+5+8+09, ° e ’ ‘
14+24+34+4+6+74+09, ‘ ’

1+243+54+6+7+8,
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Ensimmaistd summaa vastaavaa jakoa ei voi tehda, koska se edellyttaisi suorakaidetta,
jossa on 22 ruutua; tallainen suorakaide voi olla vain 2 x 11- tai 1 x 22-suorakaide, jollai-
nen ei mahdu 8 x 8-laudalle. Sen sijaan neljaan viimeiseen summaan liittyvéat jaot ovat
mahdollisia, mik& huomataan helposti kokeilemalla, esimerkiksi oheisen kuvan mukaisesti.

74.5. Maarita kaikki mahdolliset lausekkeen

B a n b n c n d
a+b+d a+b+c b+c+d a+c+d

arvot, kun a, b, ¢, d ovat positiivisia reaalilukuja.
Ratkaisu. Selvasti

a b c d

<
a+b—|—c+d+a+b+c+d+a+b+c+d+a+b+c+d

S R
a+b a+b c+d c+d 7

S

Osoitetaan vield, ettd S voi saada vilin |1, 2[ jokaisen luvun arvokseen. Kun a = b ja
¢ = d, niin

 Z2a N 2c

2a+c a+2c

4
Olkoon ¢ mielivaltainen. Kun a = ¢, § = =. Kun a — 0, niin S — 1. Jatkuvana a:n

4
funktiona S saa kaikki valin ]0, g} arvot. Olkoon sitten a = ¢ ja b = d. Silloin

2a n 2b
a+2b 2a+b

4
Olkoon b mielivaltainen. Kun a = b6, S = =. Kun a — 0, niin S — 2. Jatkuvana a:n

funktiona S saa kaikki valin E, 2[ arvot.

74.6. Olkoon P kokonaislukukertoiminen polynomi, joka ei ole vakio. Oletetaan, ettd on
olemassa téismélleen n(P) kokonaislukua k, joille P(k)? = 1. Osoita, etté

n(P) — deg(P) < 2,

kun deg(P) on polynomin P asteluku.

Ratkaisu. Koska P ei ole vakio, sen aste on ainakin 1. Polynomien nollakohtien maara ei
ole suurempi kuin sen aste. Toisaalta deg(P?) = 2deg(P). Jos nyt deg(P) < 2, niin

n(P) < deg(P?) = 2deg(P) < deg(P) + 2,

joten vaite on triviaalisti totta, kun polynomi on ensimmaista tai toista astetta. Oletetaan
siis nyt, ettd deg(P) > 3 ja ettd jollain polynomilla n(P) > deg(P) + 2. Koska lukuja z,
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joilla P(x) = 1, on enintdén deg(P) kappaletta, on olemassa ainakin kolme lukua x, joille
P(xz) = —1. Olkoon b yksi néistd. Voidaan olettaa, ettd b = 0. (Ellei néin ole, tarkastellaan
polynomia Pj(z) = P(x +b), jonka aste on sama kuin P:n ja jolle n(P;) = n(P).) Jos nyt
P(x) =1, jos ja vain jos x = x1, T2, ..., Ty, niin

Plr) =1=Q(x)(x — z1)(x —x2) - (x = Zm),

missa () on myo6s kokonaislukukertoiminen polynomi. Kun edelliseen yhtaloon sijoitetaan
x = 0, saadaan
—2=(-1)"Q(0)k1ks - kp,.

Luvut |k;| ovat enintéén 2, ja vain yksi voi on = 2. Siis on oltava m < 3. Aivan samoin
paatellddn, ettd yhtilollda P(z) = —1 on enintdén kolme eri juurta. Siis n(P) < 6 ja
deg(P) + 2 < 6. On siis oltava deg(P) = 3. Polynomin P muodon on oltava P(z) =
c(z? —1)(z —2a) + 1, missd a = 1 tai @ = —1. Lisiiksi —1 = P(0) = 2ac+1, joten ac = —1
ja ¢ = —a. Yhtilo P(z) = —1 on silloin sama kuin yhtilo az® — 22? — az = 0. Taméin

yhtalon ratkaisut ovat x =0 ja
1+V1+a?

a

xr =

Jalkimmaiset ratkaisut eivat ole kokonaislukuja, joten vastaoletus johti ristiriitaan ja on
siis vaara.



