Kansainvalisten matematiikkaolympialaisten tehtavat 1975 —
1994

17. IMO, Burgas, 1975

75.1. Olkoot z;, y; (i = 1, 2, ..., n) reaalilukuja, joille patee 1 > zo > ... > x, ja
Y1 > Y2 > ... > y,. Todista, etté jos z1, 29, ..., 2, on lukujen y1, y2, ..., y, mielivaltainen

permutaatio, niin
n

Z(ﬂfi —yi)? < Z(mi — )%

=1

75.2. Olkoon aq, as, as, ..., mielivaltainen jono positiivisia kokonaislukuja, joille pa-
tee ap < ap41, kun k > 1. Todista, etta aarettoman moni luvuista a,, voidaan esittaa
muodossa

Qm = XAy + Yag,
missé x ja y ovat positiivisia kokonaislukuja ja p # q.

75.3. Mielivaltaisen kolmion ABC' ulkopuolelle piirretdén (kolmion tasossa) kolmiot ABR,
BCP ja CAQ siten, ettd /PBC = ZCAQ = 45°, /ZBCP = ZQCA = 30° ja ZABR =
ZRAB = 15°. Osoita, ettd ZQRP = 90° ja ettd |QR| = |RP|.

75.4. Kun luku 4444*%* kirjoitetaan kymmenjirjestelmissi, sen numeroiden summa on
A. Olkoon B luvun A numeroiden summa. Maarita luvun B numeroiden summa.

75.5. Tutki, voidaanko 1-siateisen ympyréan kehalta 10ytaa 1975 pistetta siten, etta kaikkien
keskinaiset etaisyydet ovat rationaalisia.

75.6. Maarita kaikki kahden muuttujan polynomit, joilla on seuraavat ominaisuudet:
(1) Kaikilla reaalisilla t:n, z:n ja y:n arvoilla patee

P(tx, ty) = t"P(z, y).
(2) Kaikilla reaalisilla a:n, b:n ja ¢:n arvoilla on voimassa
P(a+b,c)+ P(b+c, a)+ Plc+a, b) =0.

(3) P(1,0) = 1.



18. IMO, Lienz, 1976

76.1. Kuperan nelikulmion ala on 32 cm? ja sen lidvistijin ja kahden vastakkaisen sivun
pituuksien summa on 16 cm. Maéarita toisen lavistajan kaikki mahdolliset pituudet.

76.2. Olkoon Py (z) = z? —2 ja Pj(z) = P1(Pj_1(x)), j =2, 3, .... Osoita, etti jokaisella
positiivisella kokonaisluvulla n yhtélon P, (z) = z kaikki juuret ovat reaalisia ja toisistaan
eroavia.

76.3. Suorakulmainen laatikko voidaan kokonaan tayttaa yksikkokuutioilla. Jos laatik-
koon asetetaan mahdollisimman monta sellaista kuutiota, jonka tilavuus on 2 siten, etta
kuutioiden sdrmat ovat laatikon sdrmien suuntaiset, voidaan tayttda tasan 40 % laatikon
tilavuudesta. Miiritd kaikkien téllaisten laatikoiden (sisd)mitat. (/2 = 1,2599....)

76.4. Maarita suurin luku, joka on sellaisten positiivisten kokonaislukujen tulo, joiden
summa on 1976. Perustele vastauksesi!

76.5. Olkoon q = 2p. Tarkastellaan ¢:n tuntemattoman ja p:n yhtalon ryhmaa

a11T1 +a122 + ...+ A1qTq = 0

211 + 222 + ...+ A2qTq = 0

ap1T1 + apaTa + ...+ apgry = 0,

missé jokainen kerroin a;; on joukon {—1, 0, 1} alkio. Osoita, ettd ryhméilld on ratkaisu
x1, ..., Tq, joka toteuttaa ehdot

a) x; on kokonaisluku, j =1, ..., g,
b) x; # 0 ainakin yhdelld j:n arvolla,
)

c) lzgj| <q, j=1,...,q

76.6. Lukujono {u,, } madritelldén asettamalla uy = 2, u; = 5 jatni1 = up(ud_;—2)—uq,

n=1,2,.... Osoita, ettd jokaisella positiivisella kokonaisluvulla n on

2n _(—1)"
[un] = 2 3 s

missé [x] on suurin kokonaisluku, joka on < z.



19. IMO, Belgrad, 1977

77.1. Nelion ABCD sisdapuolelle piirretdan tasasivuiset kolmiot ABK, BCL, CDM,
DAN. Todista, ettd janojen KL, LM, MN, NK sekda AK, BK, BL, CL, CM, DM,
DN ja AN keskipisteet ovat sadnnollisen 12-kulmion kéarjet.

77.2. Aarellisessa lukujonossa jokaisen seitsemén perakkéisen termin summa on negatiivi-
nen ja jokaisen yhdentoista perdkkaisen termin summa on positiivinen. Maarita lukujonon
termien suurin mahdollinen maara.

77.3. Olkoon n kokonaisluku, n > 2. Olkoon V,, muotoa 1+ kn, k =1, 2, 3, ..., olevien
lukujen joukko. Sanomme, ettd luku m € V,, on jaoton V,:ssi, jos ei ole olemassa V,,:n
alkioita p ja q, joille m = pq. Todista, etta V,,:ssa on luku r, joka voidaan ainakin kahdella
eri tavalla kirjoittaa V/,:ssé jaottomien lukujen tuloksi. (Tulot, jotka eroavat vain tekijéiden
keskiné&isen jérjestyksen suhteen, ovat samoja.)

77.4. Olkoot a, b, A ja B annettuja reaalilukuja ja
f(x)=1—acosx —bsinx — Acos2z — Bsin2z.

Todista, etti jos f(z) > 0 kaikille reaaliluvuille z, niin a? + b? < 2 ja A2+ B2 < 1.

77.5. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Kun a? + b2 jaetaan (a + b):114, saadaan
osamiiri q ja jakojiiannos r. Midriti kaikki parit (a, b), joille ¢? +r = 1977.

77.6 Olkoon f kaikilla kokonaisluvuilla maaritelty funktio, jonka arvot ovat positiivisia
kokonaislukuja. Todista, etta jos

fn+1) > f(f(n))

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n, niin

f(n)=n
kaikilla n.

20. IMO, Bukarest, 1978

78.1. Olkoot m ja n luonnollisia lukuja, n > m > 1. Luvun 1978™ kymmenjarjestelméaesi-
tyksen kolme viimeista numeroa ovat samat kuin luvun 1978” kymmenjarjestelmaesityksen
kolme viimeista numeroa. Maéarita m ja n siten, ettd m 4+ n on pienin mahdollinen.

78.2. Olkoon P kiintea piste annetun pallon sisdlld ja A, B, C sellaisia pallon pisteita,
ettd PA, PB ja PC ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Maéarita niiden pisteiden @
joukko, jotka ovat PA:n, PB:n ja PC:n maaraaman suorakulmaisen sarmion P:sté alkavan
lavistajan toisia paatepisteita.
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78.3. Positiivisten kokonaislukujen joukko jaetaan kahdeksi yhteisalkiottomaksi osajou-

koksi
{f(V), f(2), ..., f(n), ...} ja {g(1), 9(2), ..., 9(n), ...},

missd f(1) < f(2)<...< f(n)<..,9(1)<g(2)<...<g(n)<...jagn)=f(f(n))+1
kaikilla n > 1. Mé&arita f(240).

78.4. Kolmiossa ABC on AB = AC. Ympyra sivuaa sisapuolisesti kolmion ABC' ympéri
piirrettya ympyraa seka sivua AB pisteessa P ja sivua AC pisteessd ). Osoita, ettd janan
PQ keskipiste on kolmion ABC sisaén piirretyn ympyran keskipiste.

78.5. Olkoon (ax), k=1,2,...,n, ..., jono keskendén eri suuria positiivisia kokonaislu-
kuja. Osoita, etta kaikilla n péatee

kZ_Zk

78.6. Eraassa kansainvalisessa yhdlstyksessa on 1978 jasenta, jotka edustavat kuutta
eri maata. Jéasenet on numeroitu 1, 2, ..., 1978. Osoita, ettd ainakin yhden jésenen
numero on kahden hdnen maanmiehensa numeroiden summa tai kaksi kertaa erdan hanen
maanmiehensa numero.

21. IMO, Lontoo, 1979

79.1. Olkoot p ja q luonnollisia lukuja, joille patee

P_, 1+1 1+ 1 N 1
q 2 3 4 77 1318 1319

Todista, etta p on jaollinen 1979:11a.

79.2. Annetun suuntaissdrmion pohjina ovat viisikulmiot Ay As A3A4As ja B1ByB3ByBs.
Viisikulmioiden kaikki sivut ja kaikki janat A;B;, ¢, j = 1, 2, ..., 5, on varitetty joko
punaisiksi tai vihreiksi. Jokaisessa kolmiossa, jonka karjet ovat suuntaissarmion karkia ja
jonka sivut ovat varitettyja, on kaksi erivarista sivua. Osoita, ettd pohjaviisikulmioiden
kaikki kymmenen sivua ovat samanvériset.

79.3. Kaksi ympyréa leikkaavat toisensa. Olkoon toinen leikkauspisteistd A. Pisteestd A
lahtee samalla hetkella liikkumaan kumpaakin ympyraa pitkin piste tasaisella nopeudella
samaan kiertosuuntaan. Pisteet palaavat yhden kierroksen jalkeen samanaikaisesti A:han.
Todista, etta tasossa on kiintead piste P, jonka etaisyys molemmista liikkuvista pisteista
on joka hetki sama.

79.4. Olkoon piste P tasossa 7 ja () m:n ulkopuolella. Maarita kaikki tason 7 pisteet R,

joille suhde
|QP| + |PR|

QR

saa maksimiarvon.



79.5. Maarita kaikki reaaliluvut a, joille on olemassa ei-negatiiviset reaaliluvut =1, x2, 3,

T4, T siten, etta
5 5 5
g kxy = a, g K3z, = a?, g Kz = a’.

79.6. Olkoot A ja E saannollisen kahdeksankulmion vastakkaisia karkia. Karjesta A lahtee
hyppiméan sammakko. Se voi hypété jokaisesta kahdeksankulmion kéarjestad paitsi E:sta
jompaan kumpaan viereiseen kirkeen. Saavuttuaan E:hen sammakko pysdhtyy. Olkoon
a, tasan n:std hypystd muodostuvien A:sta E:hen johtavien polkujen lukumaéaara. Todista,

1
etta agp—1 =0, agy, = NG (z" ' —y" M), n=1,2,3,... missiz =2+2jay =2—V2.

Huom. n:std hypystd muodostuva polku on jono (P, Py, ..., P,) kérkipisteitd, jolle on
voimassa

(1) P() = A, Pn = E;
(ii) P; # FE kaikillai, 0 <i<n —1;
(iii) P; ja P41 ovat vierekkaisia karkié kaikilla 7, 0 < i <n — 1.

22. IMO, Washington, 1981

81.1. Olkoon P kolmion ABC sisapiste ja D, E ja F pisteen P kohtisuorat projektiot
suorilla BC, C'A ja AB. Maarita ne pisteet P, joissa

BC N CA N AB
PD PE PF

on mahdollisimman pieni.

81.2. Olkoon 1 < r < n. Tarkastellaan kaikkia joukon {1, 2, ..., n} r-alkioisia osajouk-
koja. Jokaisessa téllaisessa osajoukossa on pienin alkio. Olkoon F'(n, r) ndiden pienimpien
alkioiden aritmeettinen keskiarvo. Todista, etta

n+1
r4+1°

F(n,r)=

81.3. Maiaritid luvun m? + n? suurin mahdollinen arvo, kun m ja n ovat joukkoon
{1, 2, ..., 1981} kuuluvia lukuja ja (n? — mn — m?)? = 1.

81.4. (a) Milld luvuilla n > 2 on olemassa n peridkkiistd kokonaislukua, joista suurin on
tekijand muiden n — 1:n pienimméssa yhteisessa jaettavassa?
(b) Mill& n:n arvoilla on olemassa tasan yksi ylld kuvatun ominaisuuden omaava joukko?

81.5. Kolme samansateistd ympyraa ovat kaikki eraan kolmion sisalla ja leikkaavat toi-
sensa samassa pisteessa O. Jokainen ympyroista sivuaa erasta kolmion sivuparia. Todista,
ettd kolmion sisdan piirretyn ympyréan keskipiste, kolmion ympari piirretyn ympyran kes-
kipiste ja O ovat samalla suuoralla.
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81.6. Funktiolle f(z, y) on voimassa

[0, y)=y+1,
f(&?-i—l, O)Zf(m> 1)7
fl+1,y+1) = f(z, f(z+1,y))

kaikilla ei-negatiivisilla kokonaisluvuilla x, y. Maarita f(4, 1981).

23. IMO, Budapest, 1982

82.1. Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n mééritellyn funktion f(n) arvot ovat ei-
negatiivisia kokonaislukuja. Lisaksi

(a) kaikilla m ja n f(m+n)— f(m)— f(n) on joko 0 tai 1;
(b) £(2) =0, £(3) > 0 ja £(9999) = 3333.
Midriti f(1982).

82.2. Kolmio A1 A5Aj3 ei ole tasakylkinen. Kolmion sivut ovat aq, as, as, ja a; on karjen
A; vastainen sivu. Kaikilla ¢ = 1, 2, 3 piste M; on sivun a; keskipiste ja T; se piste,
jossa kolmion sisdan piirretty ympyré sivuaa a;:ta. Edelleen piste S; saadaan peilaamalla
piste T; kulman A; puolittajan kolmion A; A; A3 siséddn jaavan osan suhteen. Osoita, etta
suorilla M7.S51, M>Ss ja M3S3 on yhteinen piste.

82.3. Tarkastellaan sellaisia positiivisten reaalilukujen jonoja (z,)nenN, joille patee z¢ = 1
ja x; > x;41 kaikilla ¢ € N.
a) Osoita, ettéd jokaiselle téllaiselle jonolle on olemassa n > 1, jolla

2 2 1.2
o.M 4 Inml 5 3999,
T T2 Tn

b) Etsi sellainen jono (x,)nenN, ettd kaikilla n

2 2 2
Lo | 21 Ln—1
i <4
T T2 In

82.4 Osoita, etts jos yhtalolla 22 — 3xy? 4+ y® = n, missi n on positiivinen kokonaisluku,
on kokonaislukuratkaisu, niin silld on ainakin kolme kokonaislukuratkaisua. Osoita, etta
yhtalolla ei ole kokonaislukuratkaisua, kun n = 2891.

82.5. Saannollisen kuusikulmion ABCDEF lavistajat AC ja C'E on jaettu sisépisteissa

AM N
M ja N siten, etta a0 = g—E = A. Maarita A siten, etta B, M ja N ovat samalla

suoralla.
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82.6. Olkoon S nelio, jonka sivun pituus on 100 ja olkoon L murtoviiva A1 As ... A,_1A4,,
joka on kokonaan S:n sisilla eikéd leikkaa itseddn. Oletetaan, ettd kaikilla S:n reunan

1
piteilld P on olemassa L:n piste, jonka etdisyys P:std on enintdan 3" Osoita, ettd on

olemassa L:n pisteet X ja Y, joiden véilinen etaisyys on enintdan 1 ja joiden valissa olevan
L:n osan pituus on vahintaan 198.

24. IMO, Pariisi, 1983

83.1. Maarita kaikki positiivisten reaalilukujen joukossa madritellyt funktiot f, joiden
arvot ovat positiivisia reaalilukuja ja jotka toteuttavat seuraavat ehdot:

(1) f(zf(y)) = yf(z) kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla x ja y,
(2) f(z) — 0, kun x — +o0.

83.2. Olkoon A toinen samassa tasossa sijaitsevien erisateisten ympyroiden Cp ja Co
kahdesta leikkauspisteestd; olkoot O; ja O naiden ympyroiden keskipisteet. Toinen ym-
pyroiden yhteisista tangenteista sivuaa ympyraa C; pisteessa P; ja ympyrad Co pisteessa
P, toinen ympyraa C pisteessa (01 ja ympyraa Cy pisteessa Q2. Olkoon M7 janan P;(Q4
keskipiste ja My janan P>(Q)o keskipiste. Osoita, ettd kulmat O; AO5 ja My AMs ovat yhta
suuret.

83.3. Olkoot a, b ja c¢ positiivisia kokonaislukuja, joista millaan kahdella ei ole yhteista
alkutekijad (> 1). Osoita, ettd 2abc — ab — bc — ca on suurin kokonaisluku, jota ei voi
esittad muodossa xbc + yac + zab, missa x, y ja z ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja.

83.4. Olkoon ABC tasasivuinen kolmio ja E janojen AB, BC' ja C' A pisteiden (A, B ja C
mukaan lukien) muodostama joukko. Pitd&ko paikkansa, etté jaettiinpa E miten tahansa
kahdeksi sellaiseksi joukoksi S ja T, etta SUT = E ja SNT = (), niin toinen joukoista
sisaltad jonkin suorakulmaisen kolmion kérjet? Todista vaitteesi!

83.5. Onko olemassa 1983 positiivista keskendan eri suurta kokonaislukua, jotka kaikki
ovat pienempii kuin 10° ja joista mitkiin kolme eivit ole aritmeettisen sarjan perakkéisi,
jasenia? Todista vaitteesi!

83.6. Olkoot a, b ja ¢ kolmion sivujen pituudet. Osoita, etta

a’b(a — b) + b2c(b — ¢) + c*alc — a) > 0

Milloin vallitsee yhtasuuruus?
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25. IMO, Praha, 1984

84.1. Olkoot z, y ja z ei-negatiivisia reaalilukuja ja x + y + z = 1. Todista, etta

7
0<zy+yz+zx—2zyz < 77
84.2. Maarita kaksi positiivista kokonaislukua a ja b, joille patee
(1) ab(a + b) ei ole jaollinen 7:114,
(2) (a+0b)"—a” —b" on jaollinen luvulla 77.
Perustelu!

84.3. Tasossa on annettu pisteet A ja O. jokaiselle X # O merkitdén a(X):114 siteiden
OA ja OX vilistd kulmaa, mitattuna vastapaivadn O A:sta radiaaneissa (0 < a(X) < 2m),
a(X
0X]°
jokainen tason piste on véritetty yhdella aarellisestd joukosta vareja. Osoita, ettd on
olemassa piste Y siten, ettd a(Y) > 0 ja Y sekd jokin C(Y):n piste ovat samanvériset.

ja C(X):1l& O-keskistd ympyréd, jonka sdteen pituus on |OX| + Oletetaan, ettd

84.4. Olkoon ABCD kupera nelikulmio. Ympyré, jonka halkaisija on AB, sivuaa suoraa
CD. Osoita, ettd C'D-halkaisijainen ympyra sivuaa suoraa AB jos ja vain jos BC ja AD
ovat yhdensuuntaiset.

84.5. Olkoon d tason kuperan nelikulmion n-kulmion (n > 3) kaikkien lavistéjien pituuk-
sien summa ja p kyseisen n-kulmion piirin pituus. Osoita, etté

n-3< 2o K [”“} —2.

P 2 2

([x] on suurin kokonaisluku, joka on pienempi tai yht& suuri kuin x.)

84.6. Olkoot a, b, ¢ ja d parittomia kokonaislukuja, 0 < a < b < ¢ < d, ad = bc ja
a+d=2% b+ c=2" joillakin kokonaisluvuilla k£, m. Osoita, ettd a = 1.

26. IMO, Joutsa, 1985

85.1. Nelikulmion ABC'D kérjet sijaitsevat erdan ympyran kehalld. Lisdksi on olemassa
ympyra, jonka keskipiste sijaitsee sivulla AB ja joka sivuaa nelikulmion muita sivuja.
Osoita, ettda AD + BC' = AB.

85.2. Olkoon n luonnollinen luku ja k kokonaisluku, 0 < k < n, jolla ei ole yhteisia
alkutekijoitd luvun n kanssa, sekd M = {1, 2, ..., n—1}. Jokainen joukon M alkioista on
varjatty siniseksi tai valkoiseksi siten, etta

(1) luvut i ja n — i ovat samanvériset kaikilla ¢ € M ja

(2) luvut i ja |k — i| ovat samanvéariset kaikilla ¢ € M, i # k.
Osoita, etta kaikki joukon M alkiot ovat samanvarisia.



9

85.3. Olkoon P polynomi, P(z) = ag + a1z + azx® + ... + apx”, jonka kertoimet

a;, © = 0, 1, ..., k, ovat kokonaislukuja. Merkintd w(P) tarkoittaa P:n paritto-
mien kertoimien lukumiirai. Osoita: jos Q;(z) = (1 + 2), kun i = 1, 2, ..., niin
w(Qi, + Qi +...+Q;,) > w(Q) jokaiselle kokonaislukujonolle iy, is, ..., iy, jolle

0<iyp <ig <o <y

85.4. Joukossa M on 1985 eri suurta positiivista kokonaislukua. Yksikaan joukon M alkio
ei ole jaollinen millaan lukua 26 suuremmalla alkuluvulla. Osoita, etta joukosta M 16ytyy
nelja eri suurta lukua, joiden tulo on sama kuin jonkin kokonaisluvun neljas potenssi.

85.5. Piste O keskipisteend piirretty ympyra kulkee kolmion ABC' kéarkien A ja C' kautta ja
kohtaa sivut AB ja AC uudelleen toisistaan eroavissa pisteissd K ja N, tassa jarjestyksessa.
Kolmioiden ABC ja KBN ympari piirretyt ympyrét leikkaavat tdsmaélleen kahdessa eri
pisteessd B ja M. Osoita, ettd kulma OM B on suora.

85.6. Jokaista reaalilukua z; kohden maaritelladn jono x1, xo, ... asettamalla

1
xn—l—l = Tp <xn + ﬁ) 3

kun n > 1. Osoita, etta on olemassa yksi ja vain yksi luku 1, jolla 0 < z, < xp41 < 1
kaikilla indeksin n arvoilla.

27. IMO, Varsova, 1986

86.1. Osoita, ettéd jos positiivinen kokonaisluku d ei kuulu joukkoon {2, 5, 13}, niin on
olemassa luvut a € {2, 5, 13} jab € {2, 5, 13, d}, joilla a # b ja ab—1 ei ole kokonaisluvun
nelio.

86.2. Olkoon A;AsAs tason kolmio ja Py tason piste. Merkitain A; = As_3, kun s > 4.
Maaritellaan pistejono Py, Py, Ps, ..., missd Pyi1 on pisteen Py kuva tason kierrossa
pisteen Ay, ympéri myotapaivaan kulman 120° verran (k =0, 1, 2, 3, ...). Osoita, etta
jos Piggg = Py, niin kolmio A; A3 A3 on tasasivuinen.

86.3. Saannollisen viisikulmion kuhunkin karkeen on liitetty kokonaisluku siten, etta
naiden viiden luvun summa on positiivinen. Jos joissakin perakkaisissa karjissa on luvut
x, Yy ja z, misa y < 0, niin sallitaan operaatio, missa nama luvut korvataan luvuilla = + vy,
—y, z +y. Tata operaatiota toistetaan, kunnes kaikki viisi lukua ovat ei-negatiivisia.
Pysahtyyko kuvailtu menettely valttamatta aarellisen monen askeleen jalkeen?

86.4. Pisteet A ja B ovat sdannollisen n-kulmion, n > 5, vierekkaisia karkia ja O sen
keskipiste. Kolmion OAB kanssa yhteneva kolmio XY Z liikkuu tasossa siten, etta aluksi
Y on A:ssa, Z B:ssé ja X O:ssa. Y ja Z kiertavat n-kulmion kehén, ja X pysyy n-kulmion
sisalla. Miké on pisteen X muodostama kuvio?



10

86.5. Maarita kaikki ei-negatiivisilla reaaliluvuilla maaritellyt ei-negatiivisia arvoja saavat
funktiot f, joilla

(1) f(z f(y) fly) = f(z +y) kaikilla z, y > 0;
(i) f(2)=0;
(iii) f(x) #0,kun 0 <z < 2.

86.6. On annettu aarellinen joukko tason pisteita, joiden koordinaatit ovat kokonaislu-
kuja. Onko aina mahdollista varittaa osa annetuista pisteista punaisiksi ja loput valkoisiksi
siten, etta jokaisella jomman kumman koordinaattiakselin suuntaisella suoralla L olevien
punaisten ja valkoisten pisteiden lukumaérat eroavat enintdan yhdella? Perustele vastauk-
sesi!

28. IMO, Havanna, 1987

87.1. Olkoon p, (k) joukon {1, 2, ..., n} sellaisten permutaatioiden lukumé&ara, joilla on
tasmaélleen k kiintopistettd. Osoita, etté

> kpn(k) = nl.
k=0

(Huomautus. Joukon S permutaatio on bijektio f joukolta S itselleen. Joukon S alkio i
on kiintopiste, jos f(i) = i.)

87.2. Teravakulmaisen kolmion kulman A puolittaja leikkaa sivun BC' pisteessa L ja
kolmion ABC' ympaéri piirretyn ympyran pistessa N # A. Pisteestd L sivuille AB ja AC
piirretyt kohtisuorat leikkaavat naimaé sivut pisteissid K ja M (téssa jarjestyksessd). Osoita,
ettd nelikulmion AKNM ja kolmion ABC alat ovat yhté suuret.

87.3. Oletetaan, ettd z1, a9, ..., T, ovat reaalilukuja ja 22 + 23 + ... + 22 = 1. Osoita,
etta kaikilla kokonaisluvuilla £ > 2 on olemassa kokonaisluvut aq, as, ..., a,, jotka eivat
kaikki ole nollia, joilla |a;| < k — 1 kaikilla 7 ja joilla

k—1)y/n
|CL1$1 +agxo + ...+ ang:'n| < (1{3717_)\1/7
87.4. Todista, ettei ole olemassa ei-negatiivisten kokonaislukujen joukossa maéaritel-
tya funktiota f, jonka arvot ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja ja joka toteuttaa ehdon
f(f(n)) = n+ 1987 kaikilla n.

87.5. Olkoon n kokonaisluku > 3. Osoita, ettd on olemassa n tason pistetta, joista minka
tahansa kahden eri pisteen etaisyys on irrationaaliluku, ja joista mitka tahansa kolme eri
pistettd maaraavat kolmion, jonka ala on nollasta eroava rationaaliluku.
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87.6. Olkoon n kokonaisluku, joka on suurempi tai yhta suuri kuin 2. Osoita, etta jos
k2 + k +n on alkuluku kaikilla kokonaisluvuilla k, joilla 0 < k < \/n/3, niin k2 +k +n on
alkuluku kaikilla kokonaisluvuilla k, joilla 0 < k < n — 2.

29. IMO, Canberra, 1988

88.1. Tarkastellaan kahta samassa tasossa olevaa samankeskistd ympyrad, joiden sateet
ovat R jar (R > r). Olkoon P pienemmén ympyrén kehén kiinted piste ja liikkukoon
piste B suuremman ympyréan kehalld. Suora BP leikkaa suuremman ympyran kehan myos
pisteessd C'. Pisteen P kautta kulkeva suoraa BP vastaan kohtisuora suora [ leikkaa
pienemmén ympyran kehdn myo6s pisteessd A. (Jos [ on pienemmén ympyrian tangentti,
niin A = P.)

(I) Maérité lausekkeen BC? + C A% + AB? arvojen joukko.

(IT) Maérita janan AB keskipisteiden joukko.

88.2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot Ay, Aa, ..., Aapy1 joukon B osajouk-
koja. Oletetaan, etta

(a) jokaisessa joukossa A; on tasan 2n alkiota,

(b) joukoissa A; NA; (1 <i<j<2n+ 1) on kussakin tasan yksi alkio ja

(c) jokainen joukon B alkio kuuluu ainakin kahteen joukoista A;.

Milla luvun n arvoilla voidaan jokaiseen joukon B alkioon liittaa luku 0 tai 1 siten, etta
jokaisessa joukossa A; on tasan n sellaista alkiota, johon on liitetty luku 07

88.3. Olkoon f positiivisten kokonaislukujen joukossa maaritelty funktio, jolle patee

f) =1, f@3)=3,

f(2n) = f(n),

flAn+1) =2f(2n+1) = f(n),
fAn+3)=3f(2n+1) —2f(n).
kaikille positiivisille kokonaisluvuille n.

Maéérita niiden kokonaislukujen n, 1 < n < 1988, lukumééri, joille pitee f(n) = n.

88.4. Osoita, etta epayhtilon

N
o)

=] Ot

toteuttavien reaalilukujen x joukko on yhdiste erillisista véaleista, joiden pituuksien summa
on 1988.

88.5. Suorakulmaisessa kolmiossa ABC on D hypotenuusaa BC vastaan piirretyn korkeus-
janan kantapiste. Kolmioiden ABD ja ACD sisdan piirrettyjen ympyroiden keskipisteiden
kautta kulkeva suora leikkaa sivun AB pisteessd K ja sivun AC pisteessd L. Kolmion
ABC ala on S ja kolmion AKL ala on T. Osoita, ettd S > 2T.
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88.6. Olkoot a ja a positiivisia kokonaislukuja ja olkoon a? + b? jaollinen luvulla ab + 1.
2 b2

Osoita, etta on kokonaisluvun nelio.

ab +

30. IMO, Braunschweig, 1989

89.1. Todista, ettd joukko {1, 2, ..., 1989} voidaan esittda erillisten osajoukkojen A;,
1 =1, 2, ..., 117, yhdisteena siten, etta

(i) jokaisessa joukossa A; on 17 alkiota;

(ii) kaikkien joukkojen A; alkioiden summa on yhté suuri.

89.2. Teravakulmaisen kolmion ABC kulman A puolittaja leikkaa kolmion ympari piir-
retyn ympyrian myos pisteessd A;. Pisteet By ja C; maéritelladn samalla tavalla. Olkoon
Ap suoran AA; ja kulmien B ja C vieruskulmien puolittajien leikkauspiste. Méaritellaan
pisteet By ja Cy vastaavalla tavalla. Todista, etta

(i) kolmion AgByCy ala on kaksi kertaa niin suuri kuin kuusikulmion
AC1BA{CB; ala;
(ii) kolmion AgByCjy ala on ainakin nelja kertaa niin suuri kuin kolmion ABC' ala.

89.3. Olkoot n ja k positiivisia kokonaislukuja ja olkoon S tason n:n pisteen joukko, jolle
patee

(i) mitkddn kolme S:n pistettd eivét ole samalla suoralla, ja
(ii) jokaista S:n pistettd P kohden on ainakin k S:n pistettd yhté etdalla P:sté.
Todista, etta

1
k< 5 + \/571
89.4. Olkoon ABCD kupera nelikulmio jonka sivujen pituuksille piatee AB = AD + BC.

Nelikulmion sisélla on piste P, jonka etdisyys suorasta C'D on h ja jolle patee AP = h+AD
ja BP = h + BC'. Osoita, etta

1 1 1
— 2 + .
vh ~ VAD VBC
89.5. Todista, etta jokaista positiivista kokonaislukua n kohden on olemassa n perakkaista

positiivista kokonaislukua, joista mikéaan ei ole alkuluvun kokonaislukueksponenttinen po-
tenssi.

89.6. Joukon {1,2,...,2n}, missd n on positiivinen kokonaisluku, permutaatiolla
(z1, T2, ..., Tay) sanotaan olevan ominaisuus 7', jos |x; — x;41| = n ainakin yhdelle ¢
joukossa {1, 2, ..., 2n—1}. Osoita, ettd jokaisella n niiden permutaatioden, joilla on omi-

naisuus 7', lukumaara on suurempi kuin niiden permutaatioiden, joilla ei ole ominaisuutta
T.
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31. IMO, Peking, 1990

90.1. Annetun ympyran janteet AB ja C'D leikkaavat toisensa ympyran sisalla pisteessa
E. Piste M on janan E B sisapiste ja Y on pisteiden D, F ja M kautta kulkeva ympyra.
Pisteen F kautta piirretty ympyran Y tangentti leikkaa suoran BC' pisteessa F' ja suoran
AM |EG|
AC pisteessia GG. Merkitaan = t. Maarita suhde ——;
P |AB| |EF]
90.2. Tarkastellaan joukkoa F, joka koostuu 2n—1:sta eri pisteesta, jotka kaikki sijaitsevat
annetun ympyréan kehalld (n > 3). Naisté pisteista k kappaletta varitetdéan mustaksi. Kut-
summe varitysta hyvaksi, jos ainakin yhdella parilla mustia pisteitd on se ominaisuus, etta
jommalla kummalla pisteparin maaraamalla ympyrankaarella on sisapisteina tasmalleen n
joukon E pisteista.

suureen t funktiona.

Etsi pienin luvun k arvo, jolle jokainen joukon F k:n pisteen varitys on hyva.

n

2
90.3. Maarita kaikki kokonaisluvut n > 1, joille on kokonaisluku.

2
n
90.4. Olkoon QT positiivisten rationaalilukujen joukko. Konstruoi funktio f : QT — QT
siten, etta
f(x)

f(xf(y))ZT

kaikilla z, y € Q.

90.5. Olkoon annettu kokonaisluku ng > 1. pelaajat A ja B valitsevat vuorotellen koko-
naislukuja ni, ng, ... seuraavien saantojen mukaan. Tietden luvun nop pelaaja A valitsee
vuorollaan mielivaltaisesti luvun nog41, joka toteuttaa ehdon nox < nogyq < n%k Pelaaja
B, joka tietaa luvun ngg41, valitsee puolestaan vuorollaan mielivaltaisesti luvun nggyo,
N2k+1

N2k+2
(luvut p ja r eivét ole kiinteitd). Pelin aloittaa pelaaja A.

jonka tulee toteuttaa ehto = p", missa p > 2 on alkuluku ja r > 1 on kokonaisluku

Pelaaja A voittaa pelin valitsemalla luvun 1990.
Pelaaja B voittaa pelin valitsemalla luvun 1.

Milla luvun ng arvoilla

(a) pelaajalla A on voittostrategia,
(b) pelaajalla B on voittostrategia,
(c) kummallakaan pelaajalla ei ole voittostrategiaa?

90.6. Osoita, ettd on olemassa konveksi 1990-kulmio, jolla on seuraavat kaksi ominai-
suutta:

(a) kaikki monikulmion kulmat ovat yhté suuret,
(b) monikulmion sivujen pituudet ovat luvut 12, 22, 32, ..., 19892, 19902 jossain jirjes-
tyksessa.
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32. IMO, Sigtuna, 1991

91.1. Olkoon I kolmion ABC' sisaén piirretyn ympyran keskipisteja A’, B, C’ kulmien
CAB, ABC ja BCA puolittajien ja sivujen BC, AC ja BA leikkauspisteet. Todista, etta

1 - Al -BI-CI < 8
4 ~AA-BB-CC’' — 27
91.2. Olkoon n > 6 kokonaisluku ja olkoot ai, as, ..., ar kaikki n:44 pienemmaét positii-

viset kokonaisluvut, joilla ei ole yhteisia tekijoita n:n kanssa. Todista, etta jos
s — a1 =agz — QA =+ =ak — ap_1 > 0,

niin n on alkuluku tai luvun 2 kokonaislukueksponenttinen potenssi.

91.3. Olkoon S = {1,2,...,280}. Maéritd pienin n, jolle jokainen S:n n-alkioinen
osajoukko sisédltaa viisi lukua, joista milldan kahdella ei ole muita yhteisia tekijoita kuin 1.

91.4. Olkoon G yhtendinen verkko, jossa on k sivua. Osoita, ettd verkon sivut voidaan
varustaa numeroilla 1, 2, ..., k siten, etta kaikissa sellaisissa solmuissa, joihin liittyy aina-
kin kaksi sivua, kyseiseen solmuun liittyvien sivujen numeroiden suurin yhteinen tekija on
1.

[ Verkon muodostavat joukko, jonka alkioita kutsutaan solmuiksi, ja joukko, jonka alkioita
kutsutaan sivuiksi. Jokainen sivu yhdistaa toisiinsa erdan solmuparin. Jokainen solmupari
u, v kuuluu eneintddn yhteen sivuun. Verkko on yhtendinen, jos jokaista solmuparia x,
y johden on olemassa jono solmuja z = vy, v1, ..., Uy = y siten, etta v;:ta ja v;4q:ta
yhdistda verkon sivu, 0 < i < m.]

91.5. Olkoon ABC kolmio ja P sen sisdpiste. Osoita, ettd ainakin yksi kulmista Z/PAB,
/PBC ja ZPCA on pienempi tai yhta suuri kuin 30°.

91.6. Paattymaton reaalilukujono xzg, x1, x2, ... on rajoitettu, jos on olemassa vakio C'
siten, ettd |zr;| < C kaikilla ¢ > 0. Olkoon a > 1 reaaliluku. Konstruoi paéttyméton
rajoitettu jono x,, xs, x2, ..., jolle patee

i — xjlli —j|* =1

kaikilla luonnollisilla luvuilla , j, 7 # j.
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33. IMO, Moskova, 1992

K92.1. Mééritéd kaikki kokonaisluvut a, bjac, 1 < a < b < ¢, joille (a —1)(b—1)(c—1)
on luvun abc — 1 tekija.

K92.2. Olkoon R reaalilukujen joukko. Maarita kaikki funktiot f : R — R, joille patee

F@?+ f(y) =y + (f(2))?
kaikilla z, y € R.

K92.3. Avaruudessa on annettuna yhdeksén pistetta, joista mitkdan nelja eivat ole sa-
massa tasossa. Pisteiden valisista janoista tasmalleen n kappaletta on véaritetty sinisiksi
tai punaisiksi, ja loput ovat varittamattomia. Maarita pienin n, jolle valttamatta jotkin
kolme sinista tai kolme punaista janaa muodostavat yksivarisen kolmion.

K92.4. Tasossa on annettuna ympyra C, suora L, joka sivuaa C:té, ja L:n piste M.
Maarita kaikkien niiden pisteiden P joukko, jolla on seuraava ominaisuus: on olemassa L:n
pisteet () ja R siten, ettd M on janan QR keskipiste ja C kolmion PQR sisdan piirretty
ympyTa.

K92.5. Olkoon S aarellinen pistejoukko kolmiulotteisessa avaruudessa ja muodostukoot
joukot S, Sy ja S, joukon S pisteiden kohtisuorista projektioista yz-, zz- ja xy-tasoille.
Merkitaan |A|:lla dérellisen joukon A alkioiden lukumé&érdé. Osoita, ettd

|51 < 1SSy l1S: 1.

(Huom. Pisteen kohtisuora projektio tasolle on pisteen kautta piirretyn, tasoa vastaan
kohtisuoran suoran ja tason leikkauspiste.)

K92.6. Jokaisella positiivisella kokonaisluvulla n maéritelld&n S(n) suurimmaksi koko-
naisluvuksi, jolle n? on k m positiivisen nelisluvun summa kaikilla & = 1, 2, ..., S(n)
(positiivisia nelidlukuja ovat luvut 12, 22, 32, ...).

(a) Todista, ettd S(n) < n? — 14 kaikilla n > 4.

(b) Mééritd kokonaisluku n, jolle S(n) = n? — 14.

(c) Todista, ettd S(n) = n? — 14 pitee direttomin monella kokonaisluvulla n.

34. IMO, Istanbul, 1993

K93.1. Olkoon f(z) = 2" + 52" 1 + 3, missi n > 1 on kokonaisluku. Osoita, etti f(x) ei
voi olla kahden kokonaislukukertoimisen ja vahintaan astetta 1 olevan polynomin tulo.

K93.2. Olkoon D teraviakulmaisen kolmion ABC sisapiste, joka toteuttaa ehdot ZADB =
ZACB +90° ja AC'- BD = AD - BC.

AB-CD
(a) Laske suhteen ———— arvo.

(b) Todista, ettd kolmioiden AC'D ja BC'D ympéri piirrettyjen ympyroiden pisteeseen C'
piirretyt tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
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K93.3. Adrettomilld Sakkilaudalla pelataan seuraavaa pelid. Pelin alussa laudalla on n2
nappulaa, jotka on sijoitettu n x n:n vierekkaisen ruudun muodostamaan nelioon, yksi
kuhunkin ruutuun. Pelin siirto on hyppy vaaka- tai pystysuunnassa sellaisen ruudun yli,
jossa on nappula, viereiseen tyhjaan ruutuun. Nappula, jonka yli on hypatty, poistetaan
laudalta. maéaaritd ne n:n arvot, joilla peli voi loppua niin, ettd laudalle jad vain yksi
nappula.

K93.4. Jos P, @ ja R ovat kolme tason pistettd, niin madritelladn m(PQR) kolmion
PQR korkeusjanojen minimipituudeksi (ja jos P, ) ja R ovat samalla suoralla, asetetaan
m(PQR) = 0). Olkoot A, B ja C kolme annettua tason pistettd. Todista, ettéd jokaiselle
tason pisteelle X patee

m(ABC) < m(ABX) +m(AXC) + m(XBC).

K93.5. Olkoon N = {1, 2, 3, ...}. Selvité, onko olemassa funktiota f : N — N siten, etta
f(1) =2, f(f(n)) = f(n) 4+ n kaikillan € N ja f(n) < f(n+ 1) kaikilla n € N.

K93.6. Olkoon n > 1 kokonaisluku. n lamppua Lg, L1, ..., L,_1 on jarjestetty ympyraan.
Jokainen lamppu joko palaa tai on sammuksissa. Suoritetaan jono operaatioita Sp, S1, ...,
Si, .... Operaatio S; vaikuttaa vain lamppuun L; (eiké muihin lamppuihin) seuraavasti:
Jos L;_; palaa, niin S; vaihtaa L;m tilan (sytyttdd tai sammuttaa sen). Jos L;_; on
sammuksissa, S; pitda L;m tilan ennallaan. Lamput on numeroitu modulo n siten, etta
L =1L, ,Lyo=0L,, L1 = L,4+1 jne. Aluksi kaikki lamput palavat. Osoita, etta

(a) on olemassa positiivinen kokonaisluku M (n) siten, ettd M (n):n operaation jalkeen

kaikki lamput palavat jalleen;

(b) jos n on muotoa 2¥, niin kaikki lamput palavat n? — 1:n operaation jilkeen;
c) jos m on muotoa 2¥ + 1, niin kaikki lamput palavat n? — n + 1:n operaation jilkeen.
J

35. IMO, Hongkong, 1994

94.1. Olkoot m ja n positiivisia kokonaislukuja. Olkoot a1, as, ..., a,, joukon
{1, 2, ..., n} eri alkioita, joille pitee seuraavaa: niilld i ja j, joille patee a; + a; < n
jal <7< j<m,onolemassa k, 1 <k <m, jolle a; + a; = a;. Osoita, etta

ar+ag + ...+ am > n+1
m -2
94.2. ABC on tasakylkinen kolmio, jolle patee AB = AC. Oletetaan, etta:

(i) M on sivun BC keskipiste ja O on sellainen piste suoralla AM, ettd OB on kohtisuo-
rassa sivua AB vastaan.

(ii) @ on mielivaltainen pisteistd B ja C eroava piste janalla BC.

(iii) E sijaitsee suoralla AB ja F suoralla AC niin, ettd E, @ ja F ovat eri pisteitd ja
samalla suoralla.

Osoita, ettad OQ ja E'F ovat kohtisuorassa, jos ja vain jos QF = QF.
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94.3. Kun k on positiivinen kokonaisluku, f(l) olkoon niiden joukon {k+1, k+2, ..., 2k}
alkioiden, joiden kaksijarjestelméesityksessa on tasmalleen kolme ykkosta, lukuméaara.

a) Osoita, ettd kun m on positiivinen kokonaisluku, on olemassa ainakin yksi positiivinen
kokonaisluku k, jolle f(k) = m.

b) Maérita kaikki sellaiset positiiviset kokonaisluvut m, ettd on olemassa tdsméalleen yksi
k, jolle pétee f(k) = m.

94.4. Maarita kaikki sellaiset positiivisten kokonaislukujen parit (m, n), etta

n3+1
mn — 1

on kokonaisluku.
94.5 Olkoon S lukua —1 aidosti suurempien reaalilukujen joukko. Etsi kaikki kuvaukset
f:9 — 5, jotka tayttavat seuraavat kaksi ehtoa:
(i) Kaikille z, y € S pitee f(z + f(y) + zf(y)) =y + f(z) + yf(z).
f(z)
x

(ii) Kuvaus x — aidosti kasvava kummallakin véleistd —1 < z < 0 ja > 0.

94.6. Nayta, ettd on olemassa positiivisten kokonaislukujen joukko A, jolla on seuraava
ominaisuus: Kun S on mika tahansa aédreton joukko alkulukuja, niin on olemassa k > 2 ja
kaksi positiivista kokonaislukua m € A jan ¢ A, joista kumpikin on joukkoon S kuuluvien
k:n eri alkion tulo.
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