Vuoden 1995 pohjoismaisen kilpailun ratkaisut

1. 1. ratkaisu. Piirretaan PB. Puoliympyran sisaltamaa kehakulmaa koskevan lauseen
nojalla ZRPB = ZAPB = 90°. Taten P ja @Q ovat molemmat ympyralld, jonka halkaisija
on BR. Koska ZAOC = 90°, ZRPQ = ZCPA = 45°. Siis my6s ZRBQ = 45°, ja RBQ
on tasakylkinen suorakulmainen kolmio, eli |BQ| = |QR).

2. ratkaisu. Asetetaan O = (0, 0), A= (-1,0), B=(1,0),C=(0,1), P=(t, u), t >0,
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u>0,t?+u%2=1. Suoran CP yhtilo on y — 1 = Y ; x. Nain ollen Q = ( , 0)
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t t —
joten pisteen R y-koordinaatti ja samalla |QR| on t—t 1 (E + 1) = MTUU) —
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2. 1. ratkaisu. Olkoon S,, 2n-numeroisten hyvaksyttyjen jonojen joukko. Jaetaan S,, os-
ajoukoiksi A,, By, C, ja D,, joiden alkioina ovat yhdistelmiin 00, 01, 10, ja 11 paattyvéat
jonot. Merkitdan joukon S, alkioiden lukumaarda x,:11a, A, :n alkioiden lukumaaraa
ap:1a, B, b,:lla, Cyin cy:lld ja Dy dy:la. Lasketaan xg. Koska S; = {00, 01, 10, 11},
1 =4jaa; =b =c; =d; = 1. Jokainen A, ;:n alkio saadaan joko B,:n tai D,:n
alkiosta lisaamalla loppuun 00. Siis a,+1 = b, + d,,. Vastaavasti B,,11:n alkiot saadaan
B,,;n, C),;:n ja Dy, alkioista liittamalla loppuun 01, ja kaéntaen. Siis b, 11 = by, + ¢, +dy.
Samoin nahdaan oikeiksi palautuskaavat c,+1 = an + b, + ¢, ja dpt1 = an + ¢, Siis
apt1+dni1 = (bp+dy)+(an+cn) = Ty ja xpr1 = 2a,+3b,+3cp,+2d,, = 3z, —(an+by,) =
3xr, — r,_1. Lahtemalla alkuarvoista a1 = by = ¢; = di = 1 saadaan as = dy = 2,
by = co = 3, xo = 10. Nain ollen z3 = 26, x4 =3-26 — 10 =68, x5 = 3 -68 — 26 = 178 ja
rg = 3178 — 68 = 466.

2. ratkaisu Jokainen tapa kirjoittaa luku 12 ykkosien ja kakkosien summana vastaa tasan
kahta hyvaksyttavéad jonoa (eri yhteenlaskettavien jérjestykset lasketaan erikseen). Sum-
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mia, joissa on 12 ykkosta on 1, summia, joissa on yksi kakkonen ja 10 ykkosta on (10)

jne. Hyvaksyttavia jonoja on yhteensa
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2.2( >:2~(1+11+45+84+70+21+1):466.

3. Merkitaan I:lla niiden indeksien i joukkoa, joille z; > 0 ja J:lla niiden indeksien i
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joukkoa, joille z; < 0. Oletetaan, etta M < ﬁ Silloin I # {1, 2, ..., n}, koska
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On vield naytettava, ettd yhtdsuuruuteen ei paastd kuin edelld esitellyssd tapauksessa.

Olkoon siis ; = —————=, kun ¢t =1, ...,p, z; > 0, kun 7 < ¢, ja z; < 0, kun
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q+ 1 < i <mn. Samoin kuin ylla saadaan
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On helppo nihdi, ettd ¢ +q < n?+n, kunn > 2jaqg<n—2, mutta (n —1)2+(n—1) =

n* —n. Valttamatonta sille, ettda M = ﬁ on siis se, ettd jonossa on vain yksi
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negatiivinen termi. Mutta jos positiivisissa termeissa on yksikin, joka on < M, on
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joten tehtavan ehdot eivat toteudu. Yhtasuuruus on siis voimassa vain, kun n — 1 luvuista
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;i on ———— ja viimeinen
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4. Olkoon n > 3 ja olkoot n — 1, n, n 4+ 1 kolmion sivut. Kolmion piirin puolikas on ?n

Heronin kaavan perusteella kolmion ala on
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Jos n =4, niin T' = 6. On siis olemassa ainakin yksi vaaditunkaltainen kolmio. Olkoon n
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parillinen luku ja olkoon Z(n2 — 4) nelidluku. Asetetaan m = n? — 2 > n. Silloin myés m
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on parillinen ja m? —4 = (m + 2)(m — 2) = n?(n? — 4). Niin ollen Z(m2 — 4) on sekin
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neliluku. Lisdksi T = % Z(m2 — 4) on kokonaisluku. Viite on todistettu.



