Vuoden 1998 pohjoismaisen kilpailun ratkaisut

1. Kun yhtdloon sijoitetaan x = y = 0, saadaan 2f(0) = 4f(0), joten f(0) = 0. Olkoon
sitten y = nx, missa n on luonnollinen luku. Nyt saadaan

f((n+1Dx) = 2f(x) + 2f(nx) — f((n = 1)z).

Téstd saadaan f(2)z = 2f(x) + 2f(z) — f(0) = 4f(z), f(3x) = 2f(x) + 2f(2z) — f(x) =
9f(x), Todistetaan, etti f(nz) = n?f(x). Kiytetiin induktiota. Kaava on tosi, kun
n = 1. Oletetaan, etta f(kx) = k?f(z), kun k < n. Téllsin

f((n+1)z) = 2f(2) + 2f (nz) — f((n = 1)a) = 2+ 2n* = (n = 1)*) f(2) = (n+1)* f(2).

Sits f(n) = nf(x). Kun @ = 1/q, f(1) = f(gz) = @ (x), 50 f(1/g) = F(1)/q Tisti
seuraa f(p/q) = p*>f(1/q) = (p/q)*f(1), joten f(x) = az? jollekin rationaaliluvulle a.
Kiintéen, jos f(x) = az?, niin f(z+y)+ f(x—y) = a(z+y)? +a(z—y)? = 2022 +2ay? =
2f(x) + 2f(y), joten f(x) = ax? on yhtilon ratkaisu.

2. Kun lasketaan pisteen P potenssi ympyroiden C ja Cs suhteen, saadaan PA- PB =
PC-PD = PE - PF. Koska M;P on kohtisuorassa jannettd C'D vastaan, P:n on oltava
CD:n keskipiste, joten PC' = PD. Samoin saadaan PE = PF. Kaiken kaikkiaan PC' =
PD =PFE =PF =+VPA-PB. Koska C, D, E ja F ovat kaikki P-keskiselld ympyralla,
jonka halkaisijoita ovat C'D ja EF, niin kulmat ZECF, ZCFD jne. ovat kaikki suoria.
CDEFEF on suorakaide.

3. (a) Oletetaan, ettd zq, ..., x, on tehtdvissd vaadittu jono. Silloin x1 + -+ + x,, =

n(n +1 e - . : : :
g. Taméa summa on jaollinen n:lla, mika on mahdollista vain, kun n on pariton,

(n—;l) Mzm(2m+1):2m2+mz
m mod 2m. Oletetaan nyt, ettd n = 2m + 1 > 1. Vaaditaan, ettd n — 1 = 2m on tekijana
luvussa 1+ - -+x,—1. Koska z1+-- 42,1 = (m+1)(2m+1)—=z,, == m+1—=x,, mod 2m,
jal <z, <n,niin x,, = m + 1. Seuraavaksi vaaditaan, ettd n — 2 = 2m — 1 on tekijana
luvussa =1 + -+ + xp—2. Koska 1 + - +xp—20 = (m+1)2m +1) —z,, — 1 =
m+1—x,_1mod2m—-1ja—-m<m+1—z,_1 <m,onz,_ 1 =m-+1mod2m—1. Jos
n>3elim>1,onx, 1 =m+1=x,, mika on ristiriita. Siis n = 1 ja n = 3 ovat ainoat
mahdollisuudet. Jos n = 1, x1 = 1 on kelvollinen jono. Jos n = 3, on oltava x3 = 2. 1 ja
x9 ovat 1 ja 3 kummassa tahansa jarjestyksessa.

jolloin on kokonaisluku. Jos n = 2m, niin

(b) Olkoon z7 = 1. Mééritelldan jono palautuskaavan avulla. Oletetaan, ettd 1, ..., T,—1
on valittu ja etta naiden lukujen summa on A. Olkoon m pienin positiivinen kokonaisluku,
jota ei viela ole kaytetty. Jos asetetaan z,,+1 = m, z,:11a on kaksi rajoitusta:

A4+ x,=0modn ja A+4+x,+m=0modn+ 1.

Koska n ja n + 1 ovat yhteistekijattomid, on olemassa y, jolle piatee y = —A mod n,
y = —A —mmodn + 1 ("kiinalainen jddnnoslause”) Jos y:hyn lisitdén tarpeeksi suuri



n(n+1):m monikerta, saadaan luku, jota ei vield ole kdytetty jonoon. Taten jonoa voidaan
aina jatkaa kahdella termilla, ja se tulee sisaltamaan jokaisen kokonaisluvun.

4. Kun Kkirjoitetaan Pascalin kolmio mod 2:

1

1 0 1 0 1 0 1,

havaitaan, etta rivi 1 sisaltaa kaksi rivin 0 kopiota, rivit 2 ja 3 sisaltavat kaksi rivien 1 ja
2 kopiota jne.

Pascalin kolmion perusominaisuudesta (n ; 1> = (p " 1) + (Z) seuraa, etta jos rivin
k kaikki luvut ovat = 1 mod 2, niin rivilla k£ + 1 tasan ensimmainen ja viimeinen luku
on = 1 mod 2. Jos k:nnella rivilla vain ensimmainen ja viimeinen luku ovat = 1 mod 2,
niin rivit k£, K+ 1, ..., 2k — 1 muodostuvat kahdesta rivien 0, 1, ...k — 1 kopiosta. Koska
rivilla 0 on luku 1, rivi 1 on kahden ykkosen muodostama, 2 ja 3 ovat kahden rivien 0 ja 1
muodostaman kolmion kopioita jne. Tésté padtellddn induktiolla, ettd kaikilla k rivi 2% — 1
muodostuu pelkists ykkosistd (siind on kaksi kopiota rivistd 2871 — 1 ja rivi 2! —1 =0
on pelkki ykkonen). Téten rivi 2¥ muodostuu nollista ja piissi olevista ykkosistd. Tésté
seuraa edelleen, ettd rivit 2%, 2% 4 1, .... 2K+l — 1 ovat kaksi kopiota riveistd 0, 1,
...2¥ — 1. Olkoon N,, rivin, n = 2¥ + m, m < 2¥, parittomien lukujen méairi. Silloin
N; =2 ja N, = 2N,,. Siis N,, on aina kakkosen potenssi. Todetaan viela, ettd N,, = 2P,
missé p on n:n bindariesityksen ykkosten lukumééra y(n). Koska Ny = 1 = 2v(0) | kaava
pitee, kun n = 0. Luvun n = 2¥ + m binéiriesityksessi on yksi ykkonen enemmén kuin
luvun m binaariesityksessa. Toisaalta N, = 2N,, =2 - 2u(m) — gu(m)+1 — gu(n),

k
On viela osoitettava, etta ( ) =1 vain, kun p = 0 tai p = 2. Tam4 seuraa esimerkiksi
p
E _
siita, etta ( ) = 1 kaikilla p, mika taas seuraa edellisesta induktiosta.
p



