
23. Pohjoismainen matematiikkakilpailu

2. huhtikuuta 2009
Ratkaisuja

1. Olkoon kolmio ABC ja leikatkoot P :n kautta piir-
retyt suorat kolmion sivut pisteissä D ja E, F ja G
sekä H ja I. Kolmiot ABC, DEP , PFG ja IPH
ovat kaikki yhdenmuotoisia ja BD = IP , EC = PF .
Jos BC = a, IP = a1, DE = a2 ja PF = a3, niin
a1 + a2 + a3 = a. Koska yhdenmuotoisten kuvioiden
pinta-alojen suhde on vastinsivujen suhteen neliö, niin
kolmioiden alat ovat ka2, ka2

1, ka2
2 ja ka2

3, missä k on
kolmioiden muodosta riippuva verrannollisuuskerroin.
Mutta näin ollen
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On tunnettua, että aritmeettinen keskiarvo on pienempi tai yhtä suuri kuin kuin neliöllinen
keskiarvo eli
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3
,

ja keskiarvot ovat samat jos ja vain jos a1 = a2 = a3 [Jos halutaan, todistus: (a − b)2 +
(b − c)2 + (c − a)2 ≥ 0 ⇒ 2a2 + 2b2 + 2c2 ≥ 2ab + 2bc + 2ca ⇒ 3a2 + 3b2 + 3c2 ≥
a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ca = (a + b + c)2; ensimmäisessä epäyhtälössä ja kaikissa
seuraavissakin on yhtäsuuruus, jos ja vain jos a = b = c.] Mutta tämä on yhtäpitävää sen

kanssa, että f ≥ 1
3
.

Yhtäsuuruustilanteessa on siis a1 = a2 = a3. Kolme pikkukolmiota ovat yhteneviä. Silloin
myös CF = FG = GA ja AH = HI = IB. Koska kolmiot AIF ja ABC ovat yhdenmuo-
toisia ja P on IF :n keskipiste, AP :n jatke puolittaa sivun BC. P on siis kolmion ABC
A:sta piirretyn keskijanan piste. Mutta aivan samoin se on B:stä ja C:stä piirrettyjen
keskijanojen piste. Se on siis ABC:n keskijanojen leikkauspiste.

2. Olkoon vasemman puolen ensimmäinen tekijä P (x), tonen tekijä Q(x) ja oikea puoli
R(x). Todetaan, että P (0) = P (−1) = a ja R(0) = −90 ja R(−1) = −180 − 4 = −184.
Nyt 90 = 2 ·32 ·5 ja 184 = 23 ·23. Koska a on sekä luvun 90 että luvun 184 tekijä, on oltava
a = ±1 tai a = ±2. Jos olisi a = 1, olisi P (1) = 3. Toisaalta R(1) = 4 − 180 = −176.
R(1):n numeroiden summa on 14, joten R(1) ei ole jaollinen 3:lla. Siis a �= 1. Jos a = −2,
niin P (1) = 0, mutta R(1) = −176. Siis a �= −2. On helppo huomata, että R(x) =
(x4 + 1)(x13 + x − 90). Jos a = −1, niin P (2) = 5, mutta 24 + 1 = 17 ja 213 + 2 − 90 =
8 · 1024+2− 90, mistä helposti näkee, että luku ei ole jaollinen viidellä. Koska siis R(2) ei
ole jaollinen viidellä, a �= 1. Ainoaksi mahdollisuudeksi jää, että a = 2. [Voidaan osoittaa,
että Q(x) = (x4 +1)(x11−x10 −x9 +3x8 −x7 −5x6 +7x5 +3x4 −17x3 +11x2 +23x−45.]



3. Kuvatunlainen lukujen muuttaminen joko vähentää taululla olevien parittomien lukujen
määrää tai pitää sen ennallaan (jos a ja b ovat parittomia, niin a + b on parillinen ja ab
pariton; jos a on pariton ja b parillinen, a + b on pariton ja ab parillinen, ja jos a ja b ovat
molemmat parillisia, niin myös ab ja a + b ovat). Lisäksi operaatio kasvattaa lukuja tai
pitää toisen ennallaan (jos toinen luvuista a, b on 1). Jotta taululle saataisiin kolme lukua
2009, ei missään vaiheessa voida operoida kahdella parittomalla luvulla. Oletetaan, että
vaadittu tilanne olisi saavutettavissa. Ensimmäiseksi taululle kirjoitetun luvun 2009 on
silloin oltava a+b. Tällöin joko ab > 2009 tai ab = 2008. Jälkimmäisessä tapauksessa luku
1 on pyyhitty pois, ja lukua 2008 ei siten voi käyttää uuden luvun 2009 synnyttämiseen.
Kummassakin tapauksessa taululla on enää kolme sellaista lukua, joista voi muodostaa
uuden luvun 2009. Olkoon nyt c ja d sellaiset kaksi näistä, että c + d = 2009. Jälleen joko
cd > 2009 tai cd = 2008, ja ykkönen pyyhkiytyy pois, eikä cd ole enää käytettävissä. Koska
lukuja on viisi, ja neljä niistä on sellaisia, että niistä ei halutulla tavalla voi muodostaa
lukua 2009, kolmatta lukua 2009 ei voi muodostaa. Haluttuun tilanteeseen ei siis päästä.

4. Kultamitalisti selviää viidellä ottelukierroksella. Ensimmäisellä kierroksella on 16 otte-
lua, näiden voittajien kesken 8, sitten 4, 2 ja 1 eli yhteensä 31 ottelua. Nyt toiseksi paras
on jollain kierroksella hävinnyt voittajalle. Olkoot V1, V2, . . . , V5 voittajan vastustajat
eri kierroksilla. Jos nyt V1 ja V2 ottelevat, voittaja ottelee V3:n kanssa jne., niin neljän
ottelun perusteella on saatu selville hopeamitalisti. Pronssimitalistin on ollut hävittävä
vain voittajalle tai hopeamitalistille (ei hän muuten olisi kolmanneksi paras. Jos hopea-
mitalisti on Vk, niin tämä on voittanut k − 1 kertaa ennen kuin on kohdannut voittajan
kierroksella k. Vk on lisäksi voittanut hopeamitaliotteluissa 5 − k vastustajaa Vk+1, . . . ,
V5 ja jos k > 1 yhden vastustajan Vj , j < k. Kolmanneksi parhaan tilalle on siis tarjolla
k − 1 + 5 − k = 4 tai 4 + 1 = 5 ehdokasta. Jälleen enintään neljä ottelua tarvitaan näistä
parhaan selvittämiseksi. Otteluita tarvitaan siis enintään 31 + 4 + 4 = 39.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


