33. pohjoismainen matematiikkakilpailu 2019
Ratkaisut

1. Kutsutaan (eri) positiivisten kokonaislukujen joukkoa merkitykselliseksi, jos sen jo-
kaisen adrellisen epétyhjin osajoukon aritmeettinen ja geometrinen keskiarvo ovat
molemmat kokonaislukuja.

a) Onko olemassa merkityksellistd 2019 Iuvun joukkoa?

b) Onko olemassa dareténta merkityksellista joukkoa?

Huomautus: Epdnegatiivisten lukujen aq, as, . . ., a, geometrisen keskiarvon maéaritel-
ldén olevan ¥ajas-- - an,

Ratkaisu:

a) Vastaus: Kylla, téllainen joukko on olemassa.

Kutsutaan positiivisten kokonaislukujen joukkoa aritmeettisesti merkitykselliseksi,
jos sen jokaisen aarellisen epéatyhjan osajoukon aritmeettinen keskiarvo on kokonais-
luku. Méaritellaan vastaavalla tavalla, mita tarkoittaa geometrisesti merkityksellinen

joukko. Joukko on siis merkityksellinen, jos ja vain jos se on seka aritmeettisesti etta
geometrisesti merkityksellinen.

Kun A C Z, jar € Z,, merkitdéan
rA={ra|a€ A} jar?={r"|ac A}

Merkityksellisen 2019 luvun joukon olemassaolo perustuu seuraavaksi esitettéviin ha-
vaintoihin, jotka puetaan jonoksi véitteita. Olkoot A C Z, &darellinen epéatyhjé joukko
jar € Z,.

A

Viite 1. Jos A on aritmeettisesti merkityksellinen, niin 7 on geometrisesti merki-

tyksellinen.

Jos nimittain S C A on darellinen ja epatyhja, niin
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silld A:n aritmeettisesta merkityksellisyydesta seuraa Y- ,cqs/|S| € Zy. O

Viite 2. Jos A on geometrisesti merkityksellinen, niin myos rA on geometrisesti
merkityksellinen.

Kun S C A on éarellinen ja epatyhjé, niin
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kunhan A on geometrisesti merkityksellinen. O



Viite 3. Jokaista darellista epéatyhjéa joukkoa A C Z, vastaa sellainen vain joukon A
koosta riippuva ¢ € Z, , ettd cA on aritmeettisesti merkityksellinen.

Merkitaan nimittdin n = |A| € Z, ja valitaan ¢ = n! € Z,. Kun S C A on epétyhja,
niin k = |9 | ¢, joten joukon ¢S aritmeettinen keskiarvo

(ch)/\S\ = %S%s

ses
on valttdmatta kokonaisluku. Siis A on aritmeettisesti merkityksellinen. O

Lahdetdan nyt liikkeelle mielivaltaisesta 2019 positiivisen kokonaisluvun joukosta A,
esimerkiksi A = {1,...,2019}. Viitteen 3 mukaan on olemassa sellainen ¢ € Z+,
ettd cA on algebrallisesti merkityksellinen. Véitteen 2 nojalla 24 C Z, on siten geo-
metrisesti merkityksellinen ja selvisti 2019 luvun joukko. Viitteen 1 mukaan c2°4
sdilyy geometrisesti merkityksellisena, ja viitteen 3 nojalla se on myos aritmeetti-
sesti merkityksellinen. Siis ¢2°4 on 2019 positiivisen kokonaisluvun merkityksellinen
joukko. O

b) Vastaus: Ei, daretonta merkityksellistd joukkoa ei ole olemassa.

Oletetaan nimittain vastoin véitetta, ettd S on dareton merkityksellinen joukko. Ol-
koot a,b € S sen kaksi pieninta alkiota. Kiinnitetddn mielivaltaisesti n € N, jolle
n > max{a,b} > 2, ja n — l-alkioinen osajoukko C' C S \ {a,b}. Koska S on al-
gebrallisesti merkityksellinen, sekd joukon C'U {a} ettd joukon C' U {b} alkioiden
algebrallinen keskiarvo on kokonaisluku, ts.

b
u+a€Zja&€Z,
n

missd u = Y coc Siis u+a =0 = u+b (mod n), mistd seuraa a = b (mod n).
Koska toisaalta 0 < a < n ja 0 < b < n, niin tasta seuraa a = b, mika on ristiriidassa
alkioiden a ja b valinnan kanssa. 0

. Olkoot a, b ja c suorakulmaisen kolmion sivujen pituudet, missad ¢ > a ja ¢ > b.

Osoita, etta
A —ad— 1
3 < < V24 2.
clc—a)(c—=b) ~ V2t

Ratkaisu: Tiedetdan, ettd ¢ on suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus seké
a ja b kateettien pituudet, joten Pythagoraan lauseen nojalla ¢? = a*b%. Koska

A —a® -0 =c—a®—b(c® —a®) = (c—a)(+ac+a*) —blc—a)(c+a)
:(c—a)<02+ac+a2—b(c+a)) :(c—a)(c(c+a)c+02—bQ—b(cha))
=(c—a)((c=b)(c+a)ct (c—b)(c+b)) =(c—a)c—b)(c+a+c+b)
=(c—a)(c—=0)(2c+a+b),



niin

Siis

b
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—c<a+b< V2

Viimeisen rivin kaksoisepayhtalon vasen puoli on tietenkin kolmioepéyhtélo tiukassa
muodossa, joten se on voimassa. Oikean puolen todistamiseksi huomataan, etta

(a4D)? < (a+b)*+(a—b)? = a*+2ab+b*+a® —2ab+b* = 2(a* +1?) = 2¢% = (cV/2)?,
jotena+b§\/ﬁc,silléa+b>0jacx/§>0. O

. Nelikulmiolle ABC'D pétee <ACD = 24CAB, sACB = 24CAD ja |CB| = |CD|.
Osoita, etta ¥CAB = <«CAD.

Ratkaisu: [Kuten Olli Jarviniemella.] Merkitaan o = «CAB ja = <CAD, jolloin
oletuksista seuraa ¥ AC'D = 2a ja $ACB = 2. Olkoon I' C-keskinen ympyré, joka
kulkee pisteen B kautta. Koska |CB| = |CD|, kulkee I' my6s pisteen D kautta.
Merkitaédn E:114 suoran AC ja ympyran I sitd leikkauspistettd, joka on nelikulmion
ABCD ulkopuolella. Kehdkulmalauseen nojalla < AED = %{AC’D = % 20 = a ja
4BEA =} - 4BCA = . Siis +DAE = = 4AEB ja 4BAE = a = 9AED, joten
AD || BE ja AB || DE. Siis ABED on suunnikas.




Kun kolmion BED ymparysympyra I' peilataan tdméan suunnikkaan keskipisteen
suhteen, se kuvautuu kolmion ABD ymparysympyraksi IV. Huomataan, ettd suora
AC puolittaa molemmat ympyrét.

Ympyroiden I' ja I leikkauspisteiden kautta kulkeva suora BD (radikaaliakselin
erikoistapaus) on kohtisuorassa nédiden ympyroiden keskipisteiden kautta kulkevan
suoran AF kanssa. Olkoon P suorien AE ja BD leikkauspiste. Koska BD L AF ja
suunnikkaan ABE D lavistdjit puolittavat toisensa, ovat kolmiot APD, BPA, EPB
ja DPFE keskenéén yhtenevia. Tdméa on mahdollista vain, jos |AB| = |BE| = |ED| =
|DA|. Siis ABED on neljakés. Koska neljakkadssé lavistajit ovat kulmanpuolittajia,
saadaan a = f eli ¥CAB = «CAD. O

. Olkoon n kokonaisluku, jolle n > 3, ja oletetaan, etta sadnnoéllisen 4n + 1-kulmion
karjistd 2n on varitetty. Osoita, ettd valttamatta on olemassa kolme véritettyd karkea,
jotka muodostavat tasakylkisen kolmion.

Ratkaisu: Olkoot tarkasteltavan sdannollisen monikulmion kérjet Py, ..., Py, po-
sitiiviseen kiertosuuntaan luetellen. Merkitaén myos kaikilla ¢ € Z symbolilla P; sité
yksikésitteistd kéirkea Pj, jolle t = i (mod 4n + 1) ja 0 < t < 4n + 1. Siis kaikilla
i,j € Z patee P, = P;, jos ja vain jos ¢ = j (mod 4n + 1). Huomataan myos, et-
ta kaikilla 4,4 € Z, missd u #Z 0 (mod 4n + 1), kolmio P,_,P;P;;; on tasakylkinen
(Pi—y # P, silldi+u— (1 —u) =2u# 0 (mod 4n + 1)).

Voidaan olettaa, etta Py on véritetty. Jos jollakin ¢ € Z, seké P; ettda P_; ovat vari-
tetyt, niin P_; Py P; on tasakylkinen kolmio, jonka kaikki kolme karkea on véaritetty.
Oletetaan jatkossa, ettéd téllaista véritettyd kolmiota ei ole. Kun muita kérkia kuin
Py:aa tarkastellaan pareina { P_;, P;}, missd i € {0,...,2n}, havaitaan oletuksen mer-
kitsevan, etta kussakin 2n parista korkeintaan toinen on varitetty. Koska véaritettyja
kérkid on yhteensd 2n ja Py on varitetty, niin tdsmélleen yksi pari {P_, P}, missd
ke Z,0 <k <2n, jaé siis kokonaan vérittamatta.

4



Oletetaan nyt, etta jollakin u € Z, karkien joukolle
Pu = {P—4u7P—Zuap—mPOaPuaPQu>P4u} (*)
patee, etta
Pl =7 (1)

eli ylarivilla luetellut karjet ovat kaikki eri karkia ja etta

Téssa siis k € Z, on varittdmattoméan pariin viittaava indeksi. Symmetrian vuoksi
voidaan olettaa, etta P, on varitetty mutta P_, ei. Jos Py, on viritetty, niin Py P, P,
on varitetty tasakylkinen kolmio; oletetaan siis, ettd P, ei ole varitetty mutta P_o,
on. Jos nyt Py, on viritetty, niin P_,, P, Py, on varitetty tasakylkinen kolmio, jos
taas P_y, on varitetty, niin P_4, P_o, Py on varitetty tasakylkinen kolmio.

Riittaa siis osoittaa, ettd mainitunlainen v on olemassa. Tarkastellaan joukkoja Py,
P, ja Ps3 seki osoitetaan, ettd ndille ehto 1 on voimassa. Adrellisen monta poikkeusta
lukuun ottamatta tdma seuraa siité, ettd kaavassa (x) indeksit ovat itseisarvoltaan
pienimpid mahdollisia eli 4u < (4n +1)/2. Koska 4 < 6,56 = (4-3+1)/2 < (4n+ 1)
kaikilla n € N, n > 3, niin P; siis toteuttaa aina ehdon 1. Tapauksessa u© = 2 voidaan
vedota myos siithen, ettd syt(2,4n + 1) = 1, joten

Py=P; <= 2i=2j (mod4n+1) <= i=j (mod4dn+1) < P, =PF;.

Siten P, toteuttaa ehdon, koska P; toteuttaa sen. Tapauksessa u = 3 ehto 4u <
(4n+1)/2 toteutuu, kun n > 6, silla 12 < 25/2. Jaljelle jaévissa kolmessa tapauksessa
kongruenssit 12 = 4u = —1 (mod 13), 12 = —5 (mod 17) ja 12 = —9 (mod 21)
osoittavat, ettd Pio = P_; tai Plo = P_5 tahi Pjy = P_g, joten Pia & P3~{ P2, P_12}.
Koska muut indeksit ovat itseisarvoltaan pienimpia mahdollisia, ehto 1 on jélleen
voimassa.

Ehdon 2 toteuttamiseksi mééritetdan leikkaus Py N Py N Ps. Ensiksi saadaan

lePQZ{P—47P—27P07P27P4}



Sen perusteella, mitd on aiemmin laskettu, huomataan, ettd Py & P; N Py, ja vas-
taavasti P_1o &€ P N Ps. Siis

PiNPaNPy={P_y, P o, Py, Po, A} N{P_s,P_3, Py, P, P} ={P}.

Tésté seuraa tietenkin Py & P; NPy NP3, joten P, & Py tai P, & P, tai Py, & Ps. Siis
ehdot 1 ja 2 toteutuu jollakin arvoista © = 1, © = 2 tai v = 3, mista seuraa vaite. [



