Pohjoismaisten matematiikkakilpailujen tehtavat ja ratkaisut
1995 - 2009

Tehtavat

9. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 15.3.1995

P 1995.1. Olkoon AB O-keskisen ympyréin halkai-

sija. Valitaan ympyran kehélta piste C' siten, ettd OC >
ja AB ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Olkoon P r
mielivaltainen (lyhemmén) kaaren BC' piste ja leikat-

koot suorat C'P ja AB pisteessa (). Valitaan R AP:lta

niin, ettd RQ ja AB ovat kohtisuorassa toisiaan vas- 4 Vi z 7
taan. Osoita, ettd |BQ| = |QR). \ /

P 1995.2. Viestit koodataan kayttaen vain nollista ja ykkosista koostuvia jonoja. Vain
sellaisia jonoja, joissa esiintyy enintaan kaksi perakkaista ykkosta tai nollaa saa kayttaa.
(Esimerkiksi jono 011001 on sallittu, mutta 011101 ei ole.) M&é&rita kaikkien tasan 12
merkistd koostuvien jonojen lukumaéara.

P 1995.3. Olkoon n > 2 ja olkoot x1, x2, ...x, reaalilukuja, joille on voimassa x1 + x5 +
oot xn >0jax?+ 23+ ...+ 22 =1. Olkoon M = max{x1, 72, ..., x,}. Osoita, etti
1
M>————. (1)
n(n—1)

Selvité, milloin (1):ssé vallitsee yhtasuuruus.

P 1995.4. Osoita, ettd on olemassa adrettoméan monta keskenaan epayhtenevaa kolmiota
T, joille patee
(i) Kolmion T sivujen pituudet ovat perdkkéiisid kokonaislukuja.

(ii) Tn pinta-ala on kokonaisluku.

10. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 11.4.1996

P 1996.1. Todista, etta on olemassa 1996:1la jaollinen kokonaisluku, jonka kymmenjar-
jestelmaesityksen numeroiden summa on 1996.

P 1996.2. Maarita kaikki reaaliluvut z, joille

on kokonaisluku kaikilla kokonaisluvuilla n.



2

P 1996.3. Ympyra, jonka halkaisija on kolmion ABC karjestd A piirretty korkeusjana,
leikkaa kolmion sivun AB pisteessid D ja sivun AC pisteessd E (A # D, A # E). Osoita,
ettd kolmion ABC ympari piirretyn ympyran keskipiste on kolmion ADFE karjesta A piir-
retylla korkeusjanalla tai sen jatkeella.

P 1996.4. Reaaliarvoinen funktio f on maéritelty positiivisten kokonaislukujen joukossa,
ja positiivinen kokonaisluku a toteuttaa ehdot

fla) = £(1995),  fla+1) = f(1996),  f(a+2)= £(1997)

fln) -1
f(n+a)zm

(i) Osoita, ettd f(n + 4a) = f(n) kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.

(ii) Mé&arita pienin mahdollinen a.

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.

11. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 9.4.1997

P 1997.1. Jos A on joukko, jonka alkiot ovat seitsemén positiivista lukua, niin kuinka
monta A:n alkioista muodostuvaa kolmikkoa (x, y, z), missd z < y ja z +y = 2z, on
enintdan olemassa?

P 1997.2. Olkoon ABC'D kupera nelikulmio. Oletetaan, ettd nelikulmion sisélla on piste
P, jolle kolmioiden ABP, BCP, CDP ja DAP alat ovat samat. Osoita, ettd nelikulmion
lavistajista ainakin toinen jakaa toisen kahteen yhta pitkaan osaan.

P 1997.3. Olkoot A, B, C ja D nelja eri pistetta tasossa. Janoista AB, AC, AD, BC', BD
ja CD kolmen pituus on a. Muiden kolmen pituus on b, missa b > a. Maaritad osamaaran

9 kaikki mahdolliset arvot.
a

P 1997.4. Olkoon f ei-negatiivisten kokonaislukujen joukossa {0, 1, 2, ...} maéritelty
funktio, jolle péatee

fQx)=2f(x), f(Ax+1)=4f(x)+3 ja f(4z—-1)=2f2zx—-1)—1.
Osoita, ettd f on injektio, ts. ettd jos f(x) = f(y), niin z = y.

12. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 2.4.1998

P 1998.1. Maarita kaikki rationaalilukujen joukossa maaritellyt rationaalilukuarvoiset
funktiot f, jotka toteuttavat yhtélon f(x +y) + f(z —y) = 2f(z) + 2f(y) kaikilla ratio-
naaliluvuilla x ja y.

P 1998.2. Olkoot (' ja Cs kaksi ympyrad, jotka leikkaavat toisensa pisteissd A ja B.
Olkoon S C7:n keskipiste ja T' Co:n keskipiste. Olkoon P janan AB jokin sellainen piste,
ettd |AP| # |BP| ja P # A, P # B. Piirretddn P:n kautta SP:td vastaan kohtisuora
suora ja merkitdan sen ja C7:n leikkauspisteita C:lla ja D:lla. Piirretddn samoin P:n
kautta 7T'P:ta vastaan kohtisuora suora ja merkitaan sen ja Cy:n leikkauspisteita E:lla ja
F:1la. Osoita, etta C, D, E ja I ovat erdan suorakaiteen karkipisteet.



P 1998.3. (a) Mill4 positiivisilla luvuilla n on olemassa jono x1, 2, ..., x,, joka sisdltdd
kunkin luvuista 1, 2, ..., n tasan kerran ja jolle x1 +x2+- - -+ on jaollinen k:lla jokaisella
k=1,2,...,n?

(b) Onko olemassa pdattyméton jono z1,xs, T3, ..., joka sisiltdd jokaisen positiivisen ko-
konaisluvun tasan kerran ja jolle x1 + x2 4 - - - + a1 on jaollinen k:lla kaikilla positiivisilla
luvuilla k7

P 1998.4. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Laske sellaisten lukujen k € {0,1,2,...,n}
lukumaéara, joille <Z) on pariton. Osoita, ettd tdméa luku on kakkosen potenssi, ts. muotoa

2P jollakin ei-negatiivisella luvulla p.

13. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 15.4.1999

P 1999.1. Ei-negatiivisten kokonaislukujen joukossa maéritelty funktio f toteuttaa ehdon

[ f(f(n+11)), josn <1999
f(n)_{n—5, jos n > 1999.

Etsi yhtélon f(n) = 1999 kaikki ratkaisut.

P 1999.2. Ympyran sisaan piirretyn seitsenkulmion kaikki sivut ovat eripituisia. Kuinka
monta 120°:een kulmaa téllaisessa seitsenkulmiossa voi enintdan olla?

P 1999.3. Airettomén kokonaislukutason Z x Z = Z2 muodostavat kaikki pisteparit
(z, y), missd = ja y ovat kokonaislukuja. Olkoot a ja b ei-negatiivisia kokonaislukuja.
Sanomme (a, b)-ratsun siirroksi siirtymista pisteesté (z, y) mihin hyvénsé pisteistd (z +
a,y £ b) tai (x £ b, y + a). Madritd kaikki luvut a ja b, joilla on mahdollista péadsta
kiinteasta aloituspisteesta lahtien jokaiseen kokonaislukukoordinaattiseen tason pisteeseen
(a, b)-ratsun siirtoja kayttamalla.

P 1999.4. Olkoot aq, as, ..., a, positiivisia reaalilukuja ja n > 1. Osoita, etta

1 1 1 1 1 1
n{—-+--+—12 +--+ n+—-+--+—1.
ai an 14+ aq 1+a, ai an

Milloin vallitsee yhtasuuruus?

14. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 30.3.2000

P 2000.1. Monellako tavalla luku 2000 voidaan kirjoittaa kolmen positiivisen, ei valtta-
méatta eri suuren kokonaisluvun summana? (Summia 1+ 2+ 3, 34+ 1 + 2 jne. pidetdin
samoina. )

P 2000.2. Henkilot Py, Ps, ..., P,_1, P, istuvat poydan ymparilla tassa jarjestyksessa,
ja jokaisella on jokin mé&ara kolikoita. Alussa Pj:1la on yksi kolikko enemmén kuin Ps:lla,
Ps:lla yksi kolikko enemman kuin Ps:lla jne., aina P,_j:een asti, jolla on yksi kolikko
enemmaéan kuin P,:11a. Sitten P; antaa Ps:lle yhden kolikon, tdméa puolestaan antaa Ps:lle
kaksi kolikkoa jne., aina P,:4dn asti, joka antaa P;:lle n kolikkoa. Kolikkojen antamista
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jatketaan samalla tavalla: P; antaa n + 1 kolikkoa Ps:lle, P, antaa n + 2 kolikkoa Pis:lle;
talla tavoin prosessi jatkuu, kunnes jollakin henkil6ista ei enéda ole riittavasti kolikkoja, ts.
hén ei kykene antamaan pois yhté kolikkoa enemmén kuin oli juuri saanut. Silla hetkella
kun prosessi paattyy, havaitaan, ettd poydan aaressd on kaksi naapurusta, joista toisella
on tasan viisi kertaa niin paljon kolikkoja kuin toisella. Maarita poydan daressa istuvien
ihmisten lukumaara ja poydan ymparilla kiertavien kolikkojen yhteismaara.

P 2000.3. Kolmiossa ABC kulman B puolittaja leikkaa AC:n D:ssé ja kulman C' puo-
littaja leikkaa AB:n FE:ssd. Kulmanpuolittajat leikkaavat toisensa pisteessd O. Lisaksi
OD = OE. Todista, ettd joko ABC' on tasakylkinen tai ZBAC = 60°.

P 2000.4. Reaaliarvoinen funktio f on mééritelty, kun 0 < x < 1. Lisdksi f(0) = 0,

o =tn L f(2) - )
2)— fly
2= ) fla) =

kaikille 0 < x <y < z <1, joille z — y = y — x. Osoita, etta
1 1 4
S<fla) <2
THOEE

15. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 29.3.2001

P 2001.1. Olkoon A aarellinen kokoelma sellaisia koordinaattitason neliGité, etta jokaisen
A:han kuuluvan nelion karkipisteet ovat muotoa (m, n), (m+1, n), (m, n+1) ja (m+1, n+
1) joillain kokonaisluvuilla m ja n. Osoita, ettd on olemassa sellainen A:n osakokoelma B,
ettd B:hen kuuluu ainakin 25 % A:n nelidista, mutta millian kahdella B:n neliolld ei ole
yvhteista karkipistetta.

P 2001.2. Olkoon f rajoitettu reaaliarvoinen funktio, joka on maaritelty kaikilla reaali-
luvuilla ja joka toteuttaa kaikilla reaaliluvuilla x ehdon

f<x+%>+f(x+%):f(a:)+f(a:+%>.

Osoita, ettd f on jaksollinen. (Funktio f on rajoitettu, jos on olemassa luku L siten, etta
|f(z)| < L kaikilla reaaliluvuilla z. Funktio f on jaksollinen, jos on olemassa positiivinen
luku £ siten, ettd f(x + k) = f(x) kaikilla reaaliluvuilla z.)

P 2001.3. Maarita yhtalon
5
938—1’7+2x6—2x5+3x4—3x3+4x2—4x+§ =0
reaalisten juurten lukumaara.

P 2001.4. Olkoon ABCDEF kupera kuusikulmio, jossa kukin lavistajista AD, BE ja
CF jakaa kuusikulmion kahdeksi nelikulmioksi, joiden alat ovat yhta suuret. Osoita, etta
AD, BE ja CF leikkaavat toisensa samassa pisteessa.



16. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 4.4.2002

P 2002.1. Puolisuunnikas ABC D, missd AB ja C'D ovat yhdensuuntaiset ja AD < CD,
on piirretty ympyrén c sisddn. Olkoon DP AC:n suuntainen ympyran janne. Oletetaan,
ettd pisteeseen D piirretty c:n tangentti leikkaa suoran AB pisteessa FE ja ettd PB ja DC
leikkaavat pisteessa (). Osoita, etta EQ = AC.

P 2002.2. Kahteen maljaan on sijoitettu yhteensd N palloa, jotka on numeroitu 1:sta
N:aan. Yksi pallo siirretddan maljasta toiseen. Téalloin kummassakin maljassa olevissa
palloissa olevien lukujen keskiarvo kasvaa samalla maaralla, joka on x. Mika on x:n suurin
mahdollinen arvo?

P 2002.3. Olkoot aq, as, ..., a, ja by, ba, ..., b, reaalilukuja ja olkoot ai, as, ..., a,
kaikki eri lukuja. Osoita, etta jos kaikki tulot

(a; +b1)(a; +b2) -+ (ai + bn),
1 =1, 2, ..., n, ovat keskendédn yhta suuria, niin myo6s kaikki tulot
(a1 + bj)(ag + bj) o (ap + bj),

j=1,2, ..., n, ovat keskendaan yhta suuria.

P 2002.4. Eva, Per ja Anna leikittelevat taskulaskimillaan. He valitsevat eri kokonais-
lukuja ja tarkistavat, ovatko ne jaollisia 11:1la vai eivat. He tutkivat vain sellaisa yhdek-
sannumeroisia lukuja, joissa esiintyvat kaikki numerot 1, 2, ..., 9. Anna vaittaa, etta jos
tallainen luku valitaan umpiméahkaéan, niin todennakoisyys, etta se olisi jaollinen 11:114, on
tasan 1/11. Eva on toista mieltd: hdnen mielestddn todenndkdisyys on alle 1/11. Perin
mielestd todennékdisyys on yli 1/11. Kuka on oikeassa?

17. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 3.4.2003

P 2003.1. 10-riviselle 14-sarakkeiselle Sakkilaudalle asetetaan kivia. Asettelun jalkeen
havaitaan, ettd kullakin rivilld ja kullakin sarakkeella on pariton maara kivia. Nayta,
etta mustilla ruuduilla on parillinen maara kivia, kun ruudut on varitetty tavanomaisesti
mustiksi ja valkoisiksi. Huomaa, etta yhdella ruudulla voi olla useampia kivia.

P 2003.2. Etsi kaikki kokonaislukukolmikot, joille
23+ + 23 — 3zyz = 2003.

P 2003.3. Tasasivuisen kolmion AABC siséalla on piste D, jolle patee ZADC = 150°.
Todista, etta kolmio, jonka sivut ovat |AD|, |BD| ja |CD|, on vilttdmatta suorakulmainen.

P 2003.4. Olkoon R* = R\ {0} nollasta poikkeavien reaalilukujen joukko. Etsi kaikki
funktiot f: R* — R*, joille

f@) + fy) = fzy fz+y)),
kun z, y € R* jax +y # 0.



18. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 1.4.2004

P 2004.1. 27 palloa, jotka on numeroitu numeroin 1:sta 27:44n, on sijoitettu punaiseen,
siniseen ja keltaiseen maljaan. Mitka ovat punaisessa maljassa olevien pallojen mahdol-
liset lukumaéarat, kun tiedetaan, etta punaisessa, sinisessa ja keltaisessa maljassa olevien
pallojen numeroiden keskiarvot ovat 15, 3 ja 187

P 2004.2. Olkoon f; =0, f2 =1, ja fri2 = fay1 + fa, kun n =1, 2, ..., Fibonaccin
lukujono. Osoita, ettd on olemassa aidosti kasvava paattymaton aritmeettinen kokonais-
lukujono, jonka yksikdan luku ei kuulu Fibonaccin jonoon.

[Lukujono on aritmeettinen, jos sen perdkkéisten jésenten erotus on vakio.]

P 2004.3. Olkoon x11, 21, ..., Tn1, n > 2, kokonaislukujono. Oletetaan, etta luvut x;;
eivat kaikki ole samoja. Jos luvut x1g, ok, ..., Tnr on maaritelty, niin asetetaan
1 . 1
Ti k1 = §($zk +Tipik), 1=1,2,...,n—1, Tppp1= §($nk + T1k).

Osoita, etta jos n on pariton, niin jollakin j, k, x;; ei ole ole kokonaisluku. Pateeko tdma
myos silloin, kun n on parillinen?

P 2004.4. Olkoot a, b ja ¢ kolmion sivujen pituudet ja olkoon R kolmion ympari piirretyn

ympyran sade. Osoita, etta

1+1+1>1
ab  bc  ca T R2?

19. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 5.4.2005

P 2005.1. Maarita kaikki ne positiiviset kokonaisluvut k, joiden kymmenjarjestelmaesi-

tyksen numeroiden tulo on

25
—Fk —211.
8

P 2005.2. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Todista, etta

2a2 2h? 2¢2
-+ + >a+b+ec.
b+c c¢c+a a+b

P 2005.3. 2005 nuorta istuu suuren pyorean poydan ymparilla. Nuorista enintdan 668 on
poikia. Sanomme, ettd tyton G asema on vahva, jos tarkasteltaessa G:sta alkaen kuinka
monen hyvansa vierekkain istuvan nuoren joukkoa kumpaan tahansa suuntaan, niin on
néissé joukoissa on aina aidosti enemmén tytt6ja kuin poikia (G on itse mukana laskussa).
Osoita, etta olivat tytot ja pojat missa jarjestyksessa tahansa, joku tytto on aina vahvassa
asemassa.

P 2005.4. Ympyra C; on ympyran Co sisapuolella, ja ympyrat sivuavat toisiaan pisteessa
A. A kautta kulkeva suora leikkaa Ci:n myo6s pisteessd B ja Co:n my0s pisteessa C.
Ympyran C; pisteeseen B piirretty tangentti leikkaa Co:n pisteissa D ja E. Pisteen C
kautta kulkevat ympyran C; tangentit sivuavat C;:ta pisteissa F' ja GG. Osoita, etta pisteet
D, E, F ja G ovat samalla ympyralla.



20. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 30.3.2006

P 2006.1. Pisteet B ja C sijaitsevat kahdella pisteestéd A ldhtevalla puolisiateelld niin,
ettd AB + AC on vakio. Osoita, ettd on olemassa piste D # A, niin ettd kolmion ABC
ympari piirretty ympyra kulkee D:n kautta kaikilla pisteiden B ja C' valinnoilla.

P 2006.2. Reaaliluvut z, y ja z eivat kaikki ole samoja ja ne toteuttavat yhtalot

1 1 1
r+—=y+-=z+—==kF.
Y z x

Maarita kaikki mahdolliset k:n arvot.

P 2006.3. Positiivisten kokonaislukujen jonon {a,} méérittelevit ehdot
apg=m ja Qpt1 = ai + 487 kaikilla n > 0.

Maarita kaikki sellaiset m:n arvot, joilla jonoon kuuluu mahdollisimman monta neliélukua.

P 2006.4. 100 x 100-sakkilaudan neliot varitetdan 100:1la eri varilla. Kuhunkin ruutuun
kaytettadn vain yhta varia ja joka vérid kaytetddn tasan sataan ruutuun. Osoita, etta
laudalla on jokin vaaka- tai pystyrivi, jonka ruutuihin on kaytetty ainakin kymmenta
varia.

21. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 29.3.2007

P 2007.1. Etsi yksi yhtalon
z? — 22 — 2007y = 0

positiivinen kokonaislukuratkaisu.

P 2007.2. On annettu kolmio, suora ja kolme suorakaidetta, joiden yksi sivu on annetun
suoran suuntainen, niin, etta suorakaiteet peittavat kokonaan kolmion sivut. Todista, etta
suorakaiteet peittavat kokonaan kolmion sisaosan.

P 2007.3. Taululle on kirjoitettu luku 102°°7. Anne ja Berit pelaavat pelii, jossa pelaaja
tekevat vuorotellen yhden seuraavista operaatioista:

(i) Pelaaja korvaa taululla olevan luvun z kahdella ykkostd suuremmalla kokonaisluvulla
a ja b niin, etta x = ab.
(ii) Pelaaja poistaa taululla olevista kahdesta samasta luvusta toisen tai molemmat.

Se pelaaja, joka ei voi tehdd kumpaakaan néistd vuorollaan, haviaa pelin. Kummalla
pelaajalla on voittostrategia, jos Anne aloittaa pelin?

P 2007.4. Pisteen A kautta kulkeva suora leikkaa ympyréan kahdessa pisteessd B ja C
niin, ettd B on A:n ja C:n valissa. Pisteesta A piirretdan ympyralle kaksi tangenttia, jotka
sivuavat ympyraa pisteissa S ja T. Olkoon P suorien AC' ja ST leikkauspiste. Osoita, etta
AP/PC =2-AB/BC.



22. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 31.3.2008

P 2008.1 Maérita kaikki sellaiset reaaliluvut A, B ja C, joille on olemassa jokin reaalilu-
kuarvoinen funktio f, joka toteuttaa kaikilla reaaliluvuilla z ja y yhtalon

fx+ f(y)) = Az + By + C.

P 2008.2 Pyo6rean poydan ympaérilla istuu n > 3 eriminista ihmistd. Sanomme, ettd mitka

tahansa kaksi naista, A ja B, muodostavat dominoivan parin, jos

(1) M ja N eivit istu vierekkiin, ja

(2) ainakin toisella M:n ja N:n viliselld pdydanympéryksen osalla istuu vain ihmisia,
joiden nimet ovat aakkosjarjestyksessa M:n ja IN:n nimien jaljessa.

Maarita dominoivien parien pienin mahdollinen lukumaara.

P 2008.3 Olkoon ABC kolmio ja olkoon D sivun BC' ja E sivun CA piste niin, etta
AD ja BFE ovat kolmion ABC kulmanpuolittajia. Olkoot F' ja G sellaisia kolmion ABC
ympari piirretyn ympyran pisteitd, ettd AF ja DE ovat yhdensuuntaisia ja FG ja BC
ovat yhdensuuntaisia. Osoita, etta

AG  AB+ AC

BG  AB+ BC’

P 2008.4 Kahden perikkiisen positiivisen kokonaisluvun kuution erotus on neliéluku n?,
missd n on positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd n on kahden nelidluvun summa.

23. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 2.4.2009

P 2009.1 Kolmion sisalta valitaan piste P. P:n kautta piirretdan kolme kolmion sivu-
jen suuntaista suoraa. Ne jakavat kolmion kolmeksi pienemmaéaksi kolmioksi ja kolmeksi
suunnikkaaksi. Olkoon f kolmen pienen kolmion yhteenlasketun alan ja koko kolmion alan

1
suhde. Osoita, ettda f > 3 ja maarita ne pisteet P, joille f = 3
P 2009.2 Haalistuneelta paperinpalalta voidaan vaivoin lukea seuraavat merkinnat:
(2> +x+a)(x® .. ) =2 + 213 +2° - 902* + = — 90.

Jotkin osat ovat haipyneet nakyvista, erityisesti vasemman puolen ensimméisen tekijan
vakiotermi ja toisen tekijan loppuosa. Olisi mahdollista selvittaa kokonaan toinen tekija,
mutta kysytaan vain, mika on vakiotermi a. Oletetaan, etta kaikki tehtavassa esiintyvat
polynomit ovat kokonaislukukertoimisia.

P 2009.3 Taululle on kirjoitettu kokonaisluvut 1, 2, 3, 4 ja 5. Lukuja voidaan muuttaa
niin, ettd pyyhitdan pois luvut a ja b ja kirjoitetaan niiden sijaan luvut a 4+ b ja ab. Onko
mahdollista toistamalla tata operaatiota paasta tilanteeseen, jossa kolme viidesta taululla
olevasta luvusta on 20097

P 2009.4 Turnaukseen osallistuu 32 kilpailijaa. Kaikki ovat pelikyvyiltaan erilaisia ja
kaksinkamppailussa parempi aina voittaa. Osoita, ettda kulta-, hopea- ja pronssimitalien
voittajat voidaan ratkaista 39 ottelun perusteella.



Ratkaisuja

P 1995.1. 1. ratkaisu. Piirretadan PB. Puoliympyran sisaltamaa kehdkulmaa koskevan
lauseen nojalla ZRPB = ZAPB = 90°. Téten P ja () ovat molemmat ympyréilla, jonka
halkaisija on BR. Koska ZAOC = 90°, ZRPQ = ZCPA = 45°. Siis my0s ZRBQ = 45°,
ja RBQ on tasakylkinen suorakulmainen kolmio, eli |BQ| = |QR)|.

2. ratkaisu. Asetetaan O = (0,0), A= (-1,0), B=(1,0),C = (0,1), P = (t,u), t >0,

u > 0, t> +u? = 1. Suoran CP yhtilo on y — 1 = Y —. Niin ollen Q = (1 : O)
)

—u
t t4+u—1 U
ja |BQ| = —1 = —— Toisaalt AP yhtéilo = — 1
ja |BQ| . . oisaalta suoran yhtdlé on y t+1(a:—2|— )
t t —
joten pisteen R y-koordinaatti ja samalla |QR| on ti ; (m + 1) = % =

t — 14t t—1
ut+u + _ U + . Vaite on todistettu.
(t+1)(1 —u) 1—u

P 1995.2. 1. ratkaisu. Olkoon S, 2n-numeroisten hyvaksyttyjen jonojen joukko. Jae-
taan 5, osajoukoiksi A,, B,, C, ja D,, joiden alkioina ovat yhdistelmiin 00, 01, 10,
ja 11 paattyvat jonot. Merkitdan joukon S, alkioiden lukumadraa x,:11a, A, :n alkioi-
den lukumaéaaraa a,:1a, B,:mn b,:lla, C,:mn c,:lla ja Dy,:n d,:11a. Lasketaan zg. Koska
Sy = {00,01,10, 11}, 1 = 4 jaa; = by = ¢ = d; = 1. Jokainen A, i al-
kio saadaan joko B,:n tai D,:n alkiosta lisadmalld loppuun 00. Siis ap11 = by + dy.
Vastaavasti B,;1:n alkiot saadaan B,:n, C,:mn ja D,:n alkioista liittamalla loppuun
01, ja kaantaen. Siis by,4+1 = by, + ¢, + d,,. Samoin nahdéan oikeiksi palautuskaavat
Cnt1 = ap + by + ¢ jadpr1 = ap + ¢y Siis apy1 +dptr = (by +dyn) + (an + ) =z, ja
Tpt1 = 2ay + 3by, + 3¢y, + 2d,, = 3z, — (ay, + by) = 32, — x,—1. Léhtemilld alkuarvoista
a1 = by = ¢ = dy =1 saadaan as = do = 2, by = co = 3, x2 = 10. Nain ollen z3 = 26,
x4 =3-26—10=068, x5 =3-68 —26 =178 ja zg = 3 - 178 — 68 = 466.

2. ratkaisu Jokainen tapa kirjoittaa luku 12 ykkosien ja kakkosien summana vastaa tasan
kahta hyvéaksyttavaa jonoa (eri yhteenlaskettavien jéarjestykset lasketaan erikseen). Sum-

11
mia, joissa on 12 ykkosta on 1, summia, joissa on yksi kakkonen ja 10 ykkosta on <10)

jne. Hyvaksyttavia jonoja on yhteensa
° 12—k
2-2( ):2~(1+11+45+84+70+21+1):466.

P 1995.3. Merkitaén 7:11a niiden indeksien ¢ joukkoa, joille z; > 0, ja J:11a niiden indeksien

1
1 joukkoa, joille z; < 0. Oletetaan, ettd M < ﬁ Silloin I # {1, 2, ..., n}, koska
n(n —
1 n 1 .
jokaiselle i ja olisi ., 27 < —— < 1. Siis

vn(n—1) "t -

muutoin patisi |z;| = z; <
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1 1 1 n—1

2 .
, < (n—1) —— = — < (n—1)—— = . Kosk
Z’LGI Ly (n ) n(n _ 1) n Ja Zzel T (n ) n(n — 1) n OSKa
n
0<) wi=2 @i=) luil
i=1 i€l icJ
n—1 9 2 n—1
on oltava ) ;|| < > ;2 < " and Y, 2 < (3,0 lmil)” < — Mutta
silloin
n—1
S S !
el ieJ
1
ja on tultu ristiriitaan. — Yhtasuuruuden M = ﬁ mahdollisuuden toteamiseksi
n(n —
1 -1
valitaan z; = ———— i=1,2,....,n—1jaz, = —/ ——. Tillin
n(n—1) n
i (n—1) 1 n—1
xi=(n— — =
— ' vn(n—1) n
ja

- 1 n—1

2
Y af=(n-1)- + =1
; v =n-1) n(n —1) n

On viela naytettava, ettd yhtasuuruuteen ei paastd kuin edelld esitellyssa tapauksessa.

Olkoon siis r; = ———=, kun i = 1, ..., p, z; > 0, kun 7 < ¢, ja z; < 0, kun
vn(n—1)
q+ 1 <1 <mn. Samoin kuin ylla saadaan

2

- q
i_zlxigs/n(n—l)’ Z|x’|< (n—l) Zx n—1>

i=q+1

joten

On helppo nihdi, ettd ¢> +q <n?+n,kunn >2jag<n—2 mutta (n—1)2+(n—1) =
1

n? — n. Vilttamatonti sille, ettd M = ﬁ on siis se, ettd jonossa on vain yksi
n(n —
negatiivinen termi. Mutta jos positiivisissa termeissa on yksikin, joka on < M, on

~ _ q+¢
> <o)
; n(n —1)
=1
joten tehtavan ehdot eivit toteudu. Yhtasuuruus on siis voimassa vain, kun n — 1 luvuista

e 1—n
r; on ———— Ja Vvilimeinen

n(n—1) Vn(n—1)
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P 1995.4. Olkoon n > 3 ja olkoot n — 1, n, n + 1 kolmion sivut. Kolmion piirin puolikas

3n
on > Heronin kaavan perusteella kolmion ala on

T:fg.(?’g_m) () (B ) =2 B

Jos n =4, niin T' = 6. On siis olemassa ainakin yksi vaaditunkaltainen kolmio. Olkoon n

3
parillinen luku ja olkoon Z(n2 — 4) nelidluku. Asetetaan m = n? — 2 > n. Silloin myds m

3
on parillinen ja m? —4 = (m + 2)(m — 2) = n?(n? — 4). Niin ollen Z(m2 — 4) on sekin

3
nelioluku. Lisaksi T = % Z(m2 — 4) on kokonaisluku. Viite on todistettu.

P 1996.1. Luvun 1996 numeroiden summa on 25 ja luvun 2 - 1996 = 3992 numeroiden
summa on 23. Koska 1996 = 78 - 25 + 46, luku, joka saadaan kirjoittamalla perakkain 78
1996:tta ja 2 3992:ta toteuttaa tehtdvéin ehdon. [3-1996 = 5998; luvun 5988 numeroiden
summa on 30. 1996 = 65-30+46, joten 39923992 5988 . .. 5988 on myos kelvollinen vastaus,
N—_ ——
65 kpl
selvésti pienempi kuin edellinen. |

P 1996.2. Olkoon AF kolmion ABC korkeus-
jana. Voidaan olettaa, ettd kulma AC'B on terava. A
Suorakulmaisista kolmioista ACF ja AFFE saadaan
/AFE = ZACF. Kehdkulmalauseen perusteella edel-
leen ZADE = ZAFE = ZACB. Kolmiot ABC ja

AFED ovat nain ollen yhdenmuotoiset. Jos P ja ) ovat y °

kolmioiden ABC ja AED ympéri piirrettyjen ympy- A e
roiden keskipisteet, niin /BAP = /ZFEAQ. Jos kol- g A
mion AE D korkeusjana on AG, niin /DAG = ZCAF. F c

Mutta tasta seuraa, ettd /ZBAP = ZDAG, eli P on
korkeusjanalla AG.

P 1996.3. Merkitddn f,(x) = 2" +27". f,(0) ei ole méaritelty milldéan n:n arvolla, joten
on oltava x # 0. Koska fo(x) = 2 kaikilla  # 0, tutkittavaksi jaa, milld x # 0 f,(z) on
kokonaisluku kaikilla n > 0. Koska

2 T = (1,1 +$_1)(33n_1 +$1—n) o (l,n—Q +x2—n>,

niin jos ' + 2! on kokonaisluku, niin 2" + =" on kokonaisluku kaikilla 7 > 2. z:n tulee

siis toteuttaa ehto

et + 7t =1n,

missa m on kokonaisluku. Tamén toisen asteen yhtalon ratkaisut ovat

ne ovat reaalisia, kun m # —1, 0, 1.
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N T e : _ f(n) -1
P 1996.4. (i) Kaytetdén toistuvasti kaavaa f(n +a) = RS
fm -1
n+2a)=f((n+a)+a)= f(n)+1 b
Tt 20) = (4 ) +0) = FEE— ==
fln)+1
f(n+4a) = f((n +2a) + 20) = ——— = f(n)
J(n)
(i) Jos a = 1, niin f(1) = f(a) = £(1995) = f(3 + 498 - 4a) = f(3) = f(1 +2a) = ———

fQ)’
mik& on mahdotonta, koska f(1):n ja ﬁ merkki on sama. Siis a # 1.
Jos a = 2, saadaan f(2) = f(a) = f(1995) = f(34+249-4a) = f(3) = f(a+1) = f(1996) =
f(4+249 -4a) = f(4) = f(2+a) = fg; ;1 eli f(2)2+ f(2) = f(2) — 1. Talld toisen

asteen yhtalolla ei ole reaalisia ratkaisuja. Siis a # 2.

Jos a = 3, niin f voidaan konstruoida valitsemalla f(1), f(2) ja f(3) mielivaltaisesti ja

-1
laskemalla f:n muut arvot palautuskaavasta f(n + 3) = &1 a = 3 on siten pienin
n

fn) +

mahdollinen a:n arvo. Tarkistetaan, ettd nain maaritelty f toteuttaa tehtdvan ehdot.

Ensinnakin konstruktion perusteella
f(n+a)=f(n+3)=—%——.

Edelleen (i):n perusteella

fn+12) = f(n+4a) = f(n),

joten
fla) = f(3) = f(3+166 - 12) = f(1995),

fla+1)=f(4)
fla+2) = f(5) = f(5+ 166 - 12) = £(1997)

F(4+166-12) = f(1996),

kuten pitaa.

Jos f(n) = —1, f(n+ 3) ei ole mééaritelty. Jos f(n) =0, f(n+3)=—1ja f(n+6) ei ole
madritelty. Jos f(n) =1, f(n+3) = 0ja f(n+9) ei ole mééritelty. On siis valittava f(1),
f(2) ja f(3) eri suuriksi kuin —1, 0, 1.
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P 1997.1. Olkoot 0 < a1 < as < ... < a7 joukon A alkiot. Jos (a;, a;, ar) on tehtdvin
mukainen kolmikko, niin a; < a; < a; + a; = aj. Pareja (a;, a;), joille pitee a; + a; = ay,

on enintaan k — 1 kappaletta. Pareja, joille lisiksi patee a; < a;, on enintdan [k%l]
kappaletta. Pareja on siis enintaan

k-1

> — | =1+1+2+243=9

k=3
kappaletta. Arvo 9 saavutetaan, kun A = {1, 2, 7} silla tassa tapauksessa kolmi-
kot (1, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 4, 5), (1, 5, 6), (1, 6, 7), ( 3,5), (2,4,6), (2,5, 7) ja(3,4,7)

tayttavat tehtavan ehdot.

P 1997.2. Oletamme ensin, ettd P ei ole lavista-

jalla AC ja etta suora BP leikkaa lavistdjan AC pis-
teessd M. Olkoot S ja T pisteista A ja C suoralle A
BP piirrettyjen kohtisuorien ja suoran BP leikkaus- D
pisteet. Koska kolmioilla APB ja C'BP on sama ala,
on AS = CT. Jos S # T, niin suorakulmaiset kol-
miot ASM ja CTM ovat yhtenevét (kks tai ksk), jo-
ten AM = CM. Jos taas S = T, on ACLPB ja
S =M =T, jolloin myés AM = CM. Joka tapauk-
sessa M on lavistdjan AC keskipiste. Téasmalleen sa-
moin todistetaan, ettd suora DP leikkaa AC:n tdmén
keskipistessé eli pisteessd M. Siis toisaalta B, M ja c

P, toisaalta D, M ja P ovat samalla suoralla. Siis M

on suoralla DB, eli lavistaja BD jakaa lavistdjan AC

kahteen yhta suureen osaan.

Oletamme sitten, ettd P on lavistajalla AC. Silloin P on AC:n keskipiste. Jos P ei
ole lavistajalla BD, paatellaan samoin kuin edelld, ettd AC jakaa BD:n kahteen yhtéa
suureen osaan. Jos P taas on myo0s lavistajalla BD, se on molempien lavistajien yhteinen
keskipiste.

P 1997.3. Jos kolmella a:n pituisella janalla on sama karki, esim. A, niin kolme muuta pis-
tetta sijaitsevat A-keskiselld a-séteisella ympyralla ja ovat b-sivuisen tasasivuisen kolmion
karkind. Talloin A on kolmion BC D keskipiste, ja

b
E\f\f
30

[SVIN )

Oletetaan sitten, ettd pisteestd A ldhtee ainakin yksi a:n pituinen ja ainakin yksi b:n pitui-
nen jana. Oletetaan, ettd AB = a, AD = b. Ei ole mahdollista, etta joka pisteesta lahtisi
vain yksi a:n pituinen jana (a:n pituisten janojen lukumédra on puolet pisteisté lahtevien
a:n pituisten janojen lukumaéarasta, koska jokainen jana tulee lasketuksi molempien paate-
pisteidensé kohdalla). Voidaan siis olettaa, ettd A:sta ldhtee toinenkin a:n pituinen jana,
AC'. Jos nyt olisi BC' = a, olisi ABC tasasivuine kolmio ja D olisi samalla etaisyydella
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b sen kaikista karjista. Tama ei voi tulla kyseeseen, koska b > a. Siis BC' = b Janoista
CD ja BD toisen pituus on a. Voimme olettaa, ettd tamé jana on DC. Janat DC ja
AB ovat joko eri tai samalla puolella suoraa AC. Jalkimmaisessa tapauksessa ABCD
on suunnikas, jonka kaksi sivuparia on a:n pituisia, kaksi b:n pituisia ja lavistajien pituu-
det ovat a ja b. Tama on kuitenkin mahdotonta, koska suunnikkaan lavistajien neliciden
summa (a? + b?) on sama kuin sivujen neliiden summa (2a? + 2b?). Voimme siis olettaa,
ettd BACD on kupera nelikulmio. Olkoon ZABC = « ja ZADB = (3. Tasakylkista
kolmiosta saadaan esimerkiksi ZCBD = (3, ja erityisesti kolmiosta ABD 2o+ 20+ (==
sekd L/CDA = o, /DCB = %(7‘(‘ — ), ZCAD = «a. Kolmiosta ADC' saadaan néin ollen
a+aoa+a+ %(’N — () = w. Kun ratkaistaan, saadaan o = %W = 36°. Kolmiosta ABC
saadaan nyt sinilauseen avulla

b sin108°  sin72° . V5+1
- = — = — = 2co0s36° = .
a sin 36° sin 36° 2

on nyt sdénndllisen viisikulmion sivu ja b sen ldvistdja.) — Toinen tapa

on tarkastella puolisuunnikasta C DB A, jossa C'D||AB; jos E on pisteen B

1 1
kohtisuora projektio janalla C'D, niin CE = b — §(b —a) = §(b + a), ja suorakulmaisesta

(Itse asiassa

a
loytaa suhde g

b+a)’ b—a)’
kolmiosta BCE ja DCE saadaan CE? = b? — < —12-a> =a? — <Ta> , joka sievenee

b 1
muotoon b? — ab — a® = 0 ja edelleen — = 5%
a

P 1997.4. Kun z on parillinen, niin f(x) on parillinen, kun z on parlton niin f(z)
on pariton. Lisdksi, jos = 1 mod 4, niin f(z) = 3 mod 4 ja jos x = 3 mod 4, niin
f(z) =1 mod 4. Selvésti f(0) =0, f(1) =3, f(2) =6 ja f(3) = 5. Todistetaan seuraava
vaite. Jos f(x) = f(y) = = = y, kun z, y < k, niin f(z) = f(y) = = = y, kun
x, y < 2k. Oletetaan siis, ettd = ja y ovat pienempia kuin 2k ja ettd f(z) = f(y). Jos nyt
f(x) on parillinen, niin = = 2t, y = 2u, ja 2f(t) = 2f(u). Koska t ja u ovat pienempia
kuin k, on t = u, joten z = y. Oletetaan sitten, ettd f(x) = 1 mod 4. Silloin x = 3 mod 4;
xr=4u—1, ja f( ) =2f(2u—1) — 1. Vastaavasti y = 4t — 1 ja f(y) = 2f(2t — 1) — 1.
Lisaksi 2u—1 < (4u—1) <kja2t—1<k,joten2u—1=2t—1,u=tjax=uy. Jos
viimein f(x )—3mod4, niinx =4u+ 1, y=4+1,u <k, t <k, 4f( )+3=4f(t)+

u =t, x = y. Koska kaikille x ja y on olemassa n siten, etta suurempi luvuista = ja y on
< 2™ - 3, edellinen péattely osoittaa, ettd f(z) = f(y) =z =y.

P 1998.1. Kun tehtédvan yhtdloon sijoitetaan x = y = 0, saadaan 2f(0) = 4f(0), joten
f(0) = 0. Olkoon sitten y = nx, missd n on luonnollinen luku. Nyt saadaan

f((n+1)z) = 2f(x) + 2f (nz) — f((n - 1)z).
Tasta saadaan f(2)x = 2f(x) + 2f(z) — f(0) = 4f(z), f(3z) = 2f(x) + 2f(22) — f(x) =

9f(z), Todistetaan, etti f(nz) = n?f(z). Kiytetdsin induktiota. Kaava on tosi, kun
n = 1. Oletetaan, etti f(kx) = k*f(x), kun k < n. Talléin

f(n+1)a) = 2f(z) + 2f(nz) = f((n - 1)z) = (2+2n* — (n = 1)*) f(z) = (n + 1)* f(2).
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Siis f(nx) =n?f(z). Kunx =1/q, f(1) = f(qz) = ¢*f(2), joten f(1/q) = f(1)/¢*. Tistd
seuraa f(p/q) = p*f(1/q) = (p/q)?f(1), joten f(x) = az? jollekin rationaaliluvulle a.
Kiantien, jos f(z) = ax?, niin f(z+y)+ f(x —y) = a(z+y)? +a(r —y)? = 2a2% +2ay? =
2f(z) +2f(y). Niin ollen f(x) = az? on yhtilon ratkaisu.

P 1998.2. Kun lasketaan pisteen P potenssi ympyroi-
den C1 ja C5 suhteen, saadaan PA- PB = PC'- PD =
PE - PF. Koska SP on kohtisuorassa jannettd C'D
vastaan, P:n on oltava C'D:n keskipiste, joten PC' =
PD. Samoin saadaan PE = PF. Kaiken kaikkiaan
PC=PD=PFE=PF =+PA-PB. Niin ollen pis-
teet C', D, F ja F ovat kaikki P-keskisella ympyralla,
jonka halkaisijoita ovat C'D ja EF. Thaleen lauseen
perusteella kulmat ZECF, ZCFD jne. ovat kaikki
suoria. C'DFEF on siis suorakaide.

P 1998.3. (a) Oletetaan, ettd xq, ..., x, on tehtdvéssad vaadittu jono. Silloin x1 + - -+ 4
1
Ty = M Tamé summa on jaollinen n:lla, mikd on mahdollista vain, kun n on

2
1
pariton, jolloin w

on kokonaisluku. Jos n = 2m, niin =m(2m+1) =

2m? +m = m mod 2m. Oletetaan nyt, ettd n = 2m + 1 > 1. Vaaditaan, ettd n — 1 = 2m
on tekijand luvussa 1 +---+z,_1. Koska 1+ -4+2,-1 = (m+1)2m+1) —z,, == m+
11—z, mod 2m, ja 1l < z, < n,niin z,, = m+1. Seuraavaksi vaaditaan, etta n—2 = 2m—1
on tekijand luvussa 1+ -+xp_2. Koska z14+---+2,_0 = (m+1)2m+1)—2, —2,_1 =
m+1—x, 1mod2m—1ja—-m<m+1—z,_1 <m,onz,_ 1 =m-+1mod2m—1. Jos
n>3elim>1,onxz,_ 1 =m+1=x,, mka on ristiriita. Siis n = 1 ja n = 3 ovat ainoat
mahdollisuudet. Jos n =1, 1 = 1 on kelvollinen jono. Jos n = 3, on oltava x3 = 2. =1 ja
x9 ovat 1 ja 3 kummassa tahansa jarjestyksessa.

(b) Olkoon z; = 1. Mé&aritelldén jono palautuskaavan avulla. Oletetaan, ettd 1, ..., x,—1
on valittu ja ettd naiden lukujen summa on A. Olkoon m pienin positiivinen kokonaisluku,
jota ei viela ole kaytetty. Jos asetetaan x,11 = m, x,:11a on kaksi rajoitusta:

A4z, =0modn ja A4+xz,+m=0modn+ 1.
Koska n ja n + 1 ovat yhteistekijattomid, on olemassa y, jolle pitee y = —A mod n,
y = —A —mmodn + 1 ("kiinalainen jaannoslause”) Jos y:hyn lisdtédén tarpeeksi suuri
n(n+1):n monikerta, saadaan luku, jota ei vield ole kiytetty jonoon. Téten jonoa voidaan
aina jatkaa kahdella termilla, ja se tulee sisaltdméaan jokaisen kokonaisluvun.

P 1998.4. Kun kirjoitetaan Pascalin kolmio mod 2:
1
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havaitaan, etta rivi 1 sisaltda kaksi rivin 0 kopiota, rivit 2 ja 3 sisaltavat kaksi rivien 1 ja
2 kopiota jne.

. : _— n+1 n n o
Pascalin kolmion perusominaisuudesta ( » ) = (p B 1) + (p) seuraa, etta jos rivin
k kaikki luvut ovat = 1 mod 2, niin rivilla £ + 1 tasan ensimmainen ja viimeinen luku
on = 1 mod 2. Jos k:nnella rivilla vain ensimmainen ja viimeinen luku ovat = 1 mod 2,
niin rivit k, K+ 1, ..., 2k — 1 muodostuvat kahdesta rivien 0, 1, ...k — 1 kopiosta. Koska
rivilla 0 on luku 1, rivi 1 on kahden ykkosen muodostama, 2 ja 3 ovat kahden rivien 0 ja 1
muodostaman kolmion kopioita jne. Tésté padtellddn induktiolla, ettd kaikilla k rivi 2% — 1
muodostuu pelkistd ykkosisté (siind on kaksi kopiota rivistd 2F~1 — 1 ja rivi 28 — 1 =0
on pelkks ykkonen). Téten rivi 2° muodostuu nollista ja piissi olevista ykkosistd. Tasté
seuraa edelleen, ettd rivit 2%, 2F 4 1, .... 2F+*1 — 1 ovat kaksi kopiota riveistd 0, 1,
...2F — 1. Olkoon N, rivin, n = 2*¥ +m, m < 2F, parittomien lukujen mééra. Silloin
N; =2 ja N, = 2N,,. Siis N,, on aina kakkosen potenssi. Todetaan viela, ettd N,, = 2P,
missé p on n:n binddriesityksen ykkosten lukuméiri y(n). Koska Ny = 1 = 2¥(0) kaava
pitee, kun n = 0. Luvun n = 2¥ + m biniiriesityksessi on yksi ykkonen enemmén kuin
luvun m binaariesityksessa. Toisaalta N, = 2N, =2 - 2u(m) — gy(m)+1 — 9y(n)

k

On viela osoitettava, etta ( ) =1 vain, kun p = 0 tai p = 2¥. Tamai seuraa esimerkiksi

p
k

siita, etta ( ) = 1 kaikilla p, mika taas seuraa edellisesta induktiosta.

P 1999.1. Jos n > 2005, niin f(n) =n — 5 > 2000. Olkoon 1 < k < 4. Silloin
2000 — k = £(2005 — k) = f(£(2010 — k)) = £(1999 — k) = f(£(2004 — k)) = £(1993 — k).

Sijoitetaan k = 1. Saadaan 1999 = f(2004) = f(1998) = f(1992). Lisdksi 1995 =
f(2000) = f(f(2005)) = f(1994) ja f(1993) = f(f(2004)) = f(1999) = f(f(2010)) =
£(2005) = 2000. On siis osoitettu, ettd 2000 — k = (1999 — k), kun k£ =0, 1, 2, 3, 4, 5 ja
2000—k = f(1993—k), kun k = 0, 1, 2, 3, 4. Osoitetaan, ettd f(6n+1—k) = 2000—k, kun
n <333 ja 0 < k < 5. Tama on jo naytetty toteen, kun n = 333 ja n = 332. Oletetaan,
ettd vaite patee, kun n = m+2 jan =m+1. Silloin f(6m+1—k) = f(f(6m+12—k)) =
f(f(6(m+2)+1—(k+1)) = f(2000—k—1) = f(1999—k) = 2000—k, kun k =0, 1, 2, 3,4 ja
f(6m+1-=5) = f(6m—4) = f(f(6m+7)) = f(f(6(m+1)+1)) = £(2000) = 1995 = 2000—5.
Siis véite patee, kun n = m. Kaiken kaikkiaan siis 1999 = 2000 — 1 = f(6n), jos ja vain
josn=1,2, ..., 334.

P 1999.2. On helppo antaa esimerkkeja vaaditunlaisista seitsenkulmioista ABCDFEFG,
joissa kaksi kulmaa on 120°. Namaéa kaksi kulmaa eivat kuitenkaan voi liittya seitsenkul-
mion viereisiin karkiin: téallainen konfiguraatio olisi symmetrinen karkien valisen sivun
keskinormaalin suhteen, mika on ristiriidassa sen kanssa, etta seitsenkulmion kaikki sivut
ovat eripituisia. Jos 120° kulmia olisi kolme, niiden tulisi sijaita (esim.) kérjissid A, C ja E.
Koska 120° kehdkulmaa vastaa 240° keskuskulma, kaaret GAB, BCD ja DEF ovat kukin
360° — 240° = 120°. Koska kaaret ovat erillisid, ne peittavat koko ympyran, joten F' = G,
ja seitsenkulmio surkastuu kuusikulmioksi. 120° kulmia voi siis olla enintaan kaksi.
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P 1999.3. Jos lukujen a ja b suurin yhteinen tekija on d, niin origosta voidaan paasta
vain pisteisiin, joiden koordinaatit ovat jaollisia d:lla. On oltava d = 1. Jos a + b on
parillinen, niin kaikki pisteet (z, y), joihin origosta pé#see, ovat sellaisia, ettd x + y on
parillinen. Osoitetaan, ettd jos d = 1 ja a + b = 1 mod 2, niin kaikkiin pisteisiin péaasee.
Voidaan olettaa, ettd a > 1 ja b > 1, silla jos ab = 0, voi olla d = 1 vain jos toinen luvuista
a, b on nolla ja toinen 1. Nailla luvuilla kaikkiin pisteisiin padseminen onnistuu. Koska
d = 1, on olemassa positiiviset luvut r ja s siten, etta joko ra — sb = 1 tai sb — ra = 1.
Oletetaan, ettd ra — sb = 1. Jos tehdaan r siirtoa (z, y) — (z + a, y + b) ja r siirtoa
(z,y) — (x + a, y — b), tullaan pisteestd (z, y) pisteeseen (x + 2ra, y). Jos tdmén jélkeen
tehdddn s siirtoa (x, y) — (z — b, a) ja s siirtoa (z, y) — (z — b, —a), tullaan pisteeseen
(z + 2ra — 2sb,y) = (z + 2, y). Samoin voidaan konstruoida siirtosarjat pisteesta (x, y)
pisteisiin (z — 2, y), (z, y +2), (x, y — 2). Origosta péaéstaan siis kaikkiin pisteisiin, joiden
molemmat koordinaatit ovat parillisia. Luvuista a, b tasan toinen on pariton; olkoon
a=2k+1, b= 2m. Siirto (z,y) —» (z+a,y+b) = (x + 1+ 2k, y + 2m), jota seuraa
k siirtosarjaa (z, y) — (x — 2, y) ja m siirtosarjaa (z, y) — (z, y — 2), johtaa pisteeseen
(r+1, y). Samalla tavalla padstdan pisteestd (x, y) pisteisiin (x — 1, y) ja (x, y+1). Néin
ollen origosta paasee kaikkiin pisteisiin.

P 1999.4. Todistettava epayhtalo voidaan kirjoittaa muotoon

1 1
71 4+ L <n<a_1+.“+a>
I+a 1+an_n+i+...+i.

aj n

Tama on edelleen yhtapitava epayhtalon

kanssa. Tarkastellaan funktiota

1 o
14z

fz) =
L
x

Osoitetaan, ettd f on ylospain kupera eli ettéa

tf(x)+ (1 =6)f(y) < fltz+ (1-1)y)

kaikilla ¢ € (0, 1). Epsyhtils

-1 v tr+ (1 —1t)y

t
1+ l+y 14+te+(1—-1t)y
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Sievenee muotoon
(o —y)® <tlx—y)?

koska 0 < t < 1, jalkimmaéinen epayhtald on tosi. [Toinen tapa:

/ o 1 //x__ 2
P =gy 70 =g <0

Jos toinen derivaatta on negatiivinen, funktion kuvaaja on yléspédin kupera.] Ylospéin
kuperalle funktiolle patee

n

%(f(«fl) Ff(me) 4 flan)) < f (u) ,

ja téssd yhtdsuuruus vain, jos 1 = x9 = ... = x,. Néin ollen (1) on tosi, ja yhtdsuuruus
vallitsee, kun kaikki a;:t ovat yhta suuria.

P 2000.1. Olkoon x kolmen eri yhteenlaskettavan summien lukumaara ja y kahden eri
yvhteenlaskettavan summien lukumaérda. Tarkastellaan rivid, jossa on 3999 numeroitua
laatikkoa ja jokaisessa paritonnumeroisessa laatikossa on punainen pallo. Jokainen tapa

sijoittaa kaksi sinista palloa parillisnumeroisiin laatikkoihin tuottaa 2000:n jaon kolmeksi

1999
yvhteenlaskettavaksi. Tapoja sijoittaa siniset pallot on ( ) = 999 - 1999. Mutta on

3! = 6 eri sijoittelua, jotka tuottavat saman 2000:n jaon kolmeksi eri yhteenlaskettavaksi
3!

ja 3= 3 eri jakoa, jotka tuottavat saman 2000 jaon, jossa eri suuria yhtyeenlaskettavia on

kaksi. Koska 2000 ei ole jaollinen kolmella, kaikki sijoittelut antavat joko kolme tai kaksi

eri suurta yhteenlaskettavaa. Siis 6z + 3y = 1999 - 999. Mutta y = 999, koska summassa

kaksi kertaa esiintyvan yhteenlaskettavan arvo voi olla mika hyvansa luvuista 1, 2, ...999.

Ratkaisemalla edellinen yhtalo saadaan x = 998 - 333, joten x + y = 1001 - 333 = 333333.

P 2000.2. Oletetaan, ettd P,:114 on alkuaan m kolikkoa. Silloin P,,_q:11& on m + 1
kolikkoa, ... ja Pj:1lla m + n — 1 kolikkoa. Joka siirrossa henkilo saa k kolikkoa ja antaa
pois k + 1 kolikkoa, joten han menettaa yhteensa yhden kolikon. Ensimmaisen kierroksen
jalkeen, kun P,, on antanut n kolikkoa P;:lle, P, :114 on m —1 kolikkoa, P,,_1:114 m kolikkoa
jne., kahden kierroksen jalkeen P,:l1l1a on m — 2 kolikkoa, P,_1:11&a m — 1 kolikkoa jne.
Nain voidaan jatkaa m:n kierroksen ajan, jonka jialkeen P,:lla ei ole rahaa, P,_;:1la on
vksi kolikko jne. Kierroksella m 4+ 1 jokainen, jolla on kolikoita, voi ottaa niita vastaan ja
antaa edelleen kuten aikaisemminkin. Rahaton P, ei voi enaa antaa pois kolikoita. Han
saa n(m + 1) — 1 kolikkoa P,,_;:1td, muttei voi antaa n(m + 1):44 kolikkoa p;:lle. P, _1:114
ei ole kolikoita ja Pj:114 on n — 2 kolikkoa. Ainoa naapuruspari, joista toisella voi olla 5
kertaa niin monta kolikkoa kuin toisella, on (P, P,). Koska n —2 < n(m+ 1) — 1, on
oltava 5(n —2) = n(m+1) — 1 elin(4 —m) = 9. Koska n > 1, on oltavan =3, m = 1
tai n = 9, m = 3. Kokeilemalla ndhdaan, ettd molemmat vaihtoehdot ovat mahdollisia.
Ensimmaisessa tapauksessa kolikoiden maara on 3+2+1 = 6, toisessa 11+104---+3 = 63.
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P 2000.3. Tarkastellaan kolmioita AOF ja AOD.
Niissa on kaksi keskenaan yhta suurta sivuparia ja
toista vastinsivuparia vastassa olevat kulmat ovat yhta
suuret. Talloin joko AOE ja AOD ovat yhtenevia
tai ZAEO = 180° — ZADQO. Edellisessa tapauksessa
/BFEO = ZCDO, joten kolmiot EBO ja DCO ovat
yhtenevia. Talloin siis AB = AC. Jalkimmaisessa
tapauksessa merkitdan kolmion ABC kulmia 2a:lla,
2(3:1la, ja 2v:1la ja kulmaa AEO d:lla. Kolmion kul-
man vieruskulmaa koskevan lauseen nojalla saadaan E

LBOE = ZDOC =+, 6 =28+ 7 ja 180° — 9

= [+ 2v. Kun ndmé yhtélot lasketaan puolittain yhteen, saadaan 3(5 + ) = 180° eli
B+~ =60°. Kun tdmé yhdistetdan yhtaloon 2(a + 8 + ) = 180°, saadaan 2a = 60°.

1 2
P 2000.4. Merkitaan f <§) =aja f (5) = b. Kun sovelletaan tehtavin epayhtaloa

1 1
arvoillax:g,y:gja,z:lsekéx:(),y:§ja,z:§,saadaan
L ol=zb_, L bza_,
27" b—a" 27 a —

Jos olisi a < 0, olisi b — a < 0 ja siis b < 0. Lisaksi olisi 1 —b < 0 eli b > 1. Samanlaiseen
ristiriitaan johtaisi oletus b —a < 0. Siis @ > 0 ja b — a > 0, joten

1 2+1 < <2 1+2
| za+ > a< - |za+
3\ 3 3) 7 T 3\3 3

elia <20—2a,b—a <2a,b—a<2—-2bjal—>b< 2b— 2a. Naista yhtaloista 1. ja

2 4
3. antavat 3a < 2b ja 3b < 2 + a, joista eliminoimalla b saadaan 3a < 3 + g, a < -
1
Yhtéaloista 4. ja 2. antavat vastaavasti 1 4+ 2a < 3b ja b < 3a, joista 1 < 7a, - < a. [Rajoja
. . . .. 4 . 76
voidaan parantaa — tarkat ala- ja ylarajat olisivat 77 ja ﬁ]

P 2001.1. Jaetaan taso ensin kahdeksi joukoksi sijoittamalla y-akselin suuntaiset neliovyot
vuorotellen kumpaankin joukkoon, valkoisiin V' ja mustiin M Joukoista ANV ja AN
M ainakin toinen sisaltdd ainakin puolet joukon A nelidistd. Olkoon tadmaé joukko Aj.
Jaetaan ne neliovyot, jotka sisdltéavit A;:n kahdeksi joukoksi E ja F niin, ettd kumpaankin
joukkoon tulee joka toinen vyon nelio. Kummassakaan joukossa olevilla nelicilla ei ole
yhtaan yhteista pistetta muiden samaan joukkoon kuuluvien nelididen kanssa. Nyt ainakin
toisessa joukoista £ N Ay, F'N A; on ainakin puolet joukon A; nelidistéd ja siten ainakin
neljasosa joukon A nelidistd. Tamaéa joukko kelpaa joukoksi B.

t 1
P 2001.2. Olkoon ¢g(6z) = f(x). Silloin g on rajoitettu ja g(t + 2) = f (6 + g),

st = (gg) a5 =7 (5+3) dnalt+ 2+t +3) = o) + ot + 5),



g(t+5)—g(t+3) = g(t+2) — g(t) kaikilla reaaliluvuilla ¢t. Mutta silloin g(t 4+ 12) — g(6) =
g(t+12)—g(t+10)+g(t+10)—g(t+8)+g(t+8)—g(t+6) = g(t+9)—g(t+7)+g(t+7)—g(t+
5)+g(t+5)—g(t+3) = g(t+6) —g(t+4)+g(t+4) —g(t+2)+9(t+2) —g(t) = g(t4+6)—g(?).
Induktiolla ndhdaan, ettd g(t+6n) — g(t) = n(g(t+6) — g(0)). Ellei ole g(t +6) —g(t) =0
kaikilla reaaliluvuilla ¢, johdutaan ristiriitaan sen kanssa, ettd g on rajoitettu. Paatellaan,
ettd f on jaksollinen ja ettd ainakin eras jakso on 1.

P 2001.3. Koska

5
1‘8—l’7+2$6—21‘5+31’4—3$3+41‘2—4$+§

5
=z(x — 1)(2® + 22 + 322 +4) + 5

jax(x —1) > 0, kun x < 0 ja x > 1, néilld x:n arvoilla yhtalolld ei ole ratkaisuja. Jos
2
1 1 1
0<z<1l,nin0>z(x-1)= <3: — 5) 1 > ~1 ja xS +22*+3r+4 < 1+2+3+4 = 10.
5
Lausekkeen arvo on nyt suurempi kuin 1 10 + 3 = 0, joten niillakdan z:n arvoilla
yvhtalolla ei ole ratkaisua.
P 2001.4. Kuvion alaa merkitdén |-|. Leikatkoot AD
ja BE pisteessa P, AD ja CF pisteessa ) ja BE ja
CF pisteessi R. Oletetaan, ettd P, ) ja R ovat eri
pisteita. Ei merkitse rajoitusta, kun oletetaan, etta P
on B:nja R ja @ C:n ja R:n valissi. Koska |ABP| ja

1
|DEP| eroavat kumpikin §|ABC’DEF|:sta maaralla

|BCDP|, ABP:1la ja DEP:1a on sama ala. Koska
/APB = /DPE,on AP-BP = DP-EP = (DQ +
QP)(ER+RP). Samoin CQ-DQ = (AP+PQ)(FR+
RQ) ja ER - FR = (CQ + QR)(BP + PR). Kun
edelliset kolme yhtéloa kerrotaan keskenaén, saadaan
AB-BP-CQ-DQ-EFR-FR=DQ-FER-AP-FR-
CQ - BP+ positiivisia termeja, jotka sisaltavat PQ:n,
@R ja PR:m. Tama on ristiriita. Siis P:n, @:n ja
R:n on oltava yksi ja sama piste.

P 2002.1. Koska AD < CD, ZPDC = /ZDCA <
/DAC. Tasta seuraa, ettd kaari CP on pienempi
kuin kaari C'D, joten P on silla kaarista C'D, joka
ei sisilla A:ta ja B:td. Osoitetaan, ettd kolmiot
ADE ja CBQ ovat yhtenevit. Ympyran sisdan piir-
rettynad puolisuunnikkaana ABCD on tasakylkinen
(koska AB||CD, niin ZBAC = ZDCA, siis BC =
AD). Koska DP||AC, niin ZPDC = ZCAB. Mutta
LEDA = ZCAB (yhté suurta kaarta vastaavat kehé-
kulmat) ja ZPBC = ZPDC (samasta syystéd). Siis
/EDA = /QBC. Koska ABCD on jannenelikulmio,
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on ZEAD = 180° — ZDAB = /DCB. Siis ZEAD = ZQCB. Kolmiot ADE ja CBQ
ovat siis yhtenevét (ksk). Mutta silloin FA = QC. Koska liséksi EA||QC, niin EACQ on
suunnikas. Suunnikkaan vastakkaisina sivuina AC ja EQ ovat yhta pitkat.

P 2002.2. Olkoon siina maljassa, josta pallo siirretdan, alkuaan n palloa ja olkoon niissa
olevien lukujen summa a. Olkoon vastaavasti m toisen uurnan pallojen méara ja b palloissa
olevien lukujen summa. Jos ¢ on siirrettavassa pallossa oleva luku, niin tehtavan ehdoista
seuraa

a—q:g+x,
n—1 n

b

m+1 m

eli

a=nqg+n(n—1)x
b=mq—m(m+ 1)x.

1
Koskan+m =N jaa+b= §N(N—i—1), saadaan
1
§N(N+1):Nq+33(n2—m2—N):Nq—i-xN(n—m—l)

1 1
jaqg=1(N+1)—z(n—m—1),b= §m(N+1)—xmn. Nytb>1+424---+m = §m(m—i—1).

1 1 1 1
Siis §(N—|—1)—xn = §(m—|—n+1)—xn > §(m—i—1) eli g—xn > 0. Siisz < 3" Yhtéasuuruus

1
xr = 2 saavutetaan, kun ensimmaisessa maljassa ovat pallot numerot m+1, m+2, ..., N
ja jalkimmaisessa pallot 1, 2, ..., m ja kun ¢ = m + 1.
P 2002.3. Olkoon P(x) = (z + by)(x + b3) -+ (x + b,). Olkoon P(a;) = P(az) = ... =
P(a,) = d. Silloin ay, ag, ..., a, ovat n:nnen asteen polynomin P(z) — d nollakohdat.

Siis P(x) —d = ¢(z — a1)(x — ag) - - - (v — ay). Koska P(z):mn ja P(z) — d:n n:nnen asteen
termit ovat samat, on oltava ¢ = 1. Nyt P(—b;) = 0 kaikilla b;. Siis kaikilla j on

—d = (=bj —a1)(=bj —az)---(=bj — an) = (=1)"(a1 + bj)(az + b;) - - - (an + b;),

mista vaite seuraakin.

P 2002.4. Kirjoitetaan tarkasteltavat luvut n = ag + 10a; + 10%as + - - - + 103ag muotoon

ao + (11 — 1)ay + (99 4 Dag + (1001 — 1)ag + (9999 + 1)ay + (100001 — 1)as
+(999999 + 1)ag + (10000001 — 1)ay + (99999999 + 1)ag
= (ap —ay +as —az+ayg —as + ag — ar + ag) + 11k
=(ap+ay+---+ag)—2(a; +as+as+ar)+ 11k =44+ 1+ 11k — 2(a; + ag + a5 + az).

Luku n on jaollinen 11:114 silloin ja vain silloin, kun 2(a; + a3 + a5 + a7) — 1 on jaollinen
11:114. Olkoon s = a1 + a3 +as+ay. Silloin 1 +2+3+4=10<s<64+7+849=230
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ja 19 < 2s — 1 < 59. Ainoat 11:114 jaolliset parittomat luvut halutulta valiltd ovat 33 ja
55, joten s = 17 tai s = 28. Jos s = 17, joukon A = {aq, a3, as, ay} pienin alkio on 1 tai
2 (3+4+5+6=18). Kdymalla lapi eri mahdollisuudet nidhdaén, etté eri joukkoja A on
9: {2,4,5,6Y, {2, 3,5, 7}, {2, 3, 4, 8, {1, 4, 5, 7}, {1, 3,6, 7}, {1, 3, 5, 8}, {1, 3, 4, 9},
{1, 2, 6, 8} ja{l, 2,5, 9}. Kun s = 28, A:n suurimman alkion on oltava 9 (5+6+7+8 = 26)
ja toiseksi suurimman 8 (5 + 6 + 74+ 9 = 27). Ainoat mahdollisuudet ovat {4, 7, 8, 9} ja

9 9-8-7-6
{5, 6, 8, 9}. Eri tapoja valita joukko A on (4 =534 = 126 kappaletta. Naista
11:114 jaolliseen lukuun johtavia on edellisen mukaan 9 + 2 = 11. Todennakoisyys, etta
11 1

valittu luku olisi jaollinen 11:114 on siis — < — = —.
126 121 11

P 2003.1. Koska rivien tai sarakkeiden keskinaisen jarjestyksen vaihto ei vaikuta rivien tai
sarakkeiden kivilukumaariin eikd myoskaan mustilla ruuduilla olevien kivien lukumaériin,
voidaan rivit ja sarakkeet jarjestda niin, ettd ruudukon vasemman ylakulman ja oikean ala-
kulman 5 x 7-osasuorakulmiot ovat mustia ja muut kaksi samankokoista osasuorakulmiota
valkoisia. Jos nyt mustilla ruuduilla olisi pariton maara kivia, jommassakummassa mus-
tassa suorakaiteessa olisi pariton maara kivia ja toisessa parillinen. Koska kivien maara
on kaikkiaan parillinen, olisi toisessa valkeassa suorakaiteessa pariton ja toisessa parillinen
maara kivia. Mutta nyt syntyisi joko viiden rivin tai seitseman sarakkeen joukko, jossa
olisi parillinen méaara kivia. Tama taas ei ole mahdollista, koska jokaisessa rivissa ja jokai-
sessa sarakkeessa on pariton maara kivia, joten parittomalla maaralla sarakkeita tai riveja
on pariton maara kivia.

P 2003.2. Tunnetun kaavan (jonka voi keksid esim. toteamalla, ettd jos vasemmanpuo-
leinen lauseke on x:n polynomi, niin x = —(y + z) on sen nollakohta) mukaan

4P S —Bayz=(r+y+2) (2 +y? + 22—y —yz — 2x)
)(:v—y)2+(y—2)2+(z—$)2

=(r+y+z 5

Tulon jalkimmainen tekija on ei-negatiivinen. Kokeilemalla ndhdaan, ettd 2003 on alku-
luku. Tehtéiviin ratkaisuluvut toteuttavat siis joko ehdon z +y + 2z =1 ja (z — y)% + (y —
2)?2 + (2 — x)? = 4006 tai z +y + 2z = 2003 ja (z —y)? + (y — 2)® + (2 — 2)? = 2. Koska
nelicluvut antavat kolmella jaettaessa jakojaannoksen 0 tai 1. edellisessa tapauksessa ta-
san kaksi nelidistid (z — y)?, (y — 2)? ja (2 — 2)? on kolmella jaollisia. Tami on selvisti
mahdotonta. On siis oltava x +y + 2z = 2003 ja (z — y)* + (y — 2)* + (2 — 2)? = 2. Tama
onnistuu silloin ja vain silloin, kun nelioista yksi on = 0 ja kaksi on = 1. Luvuista kahden
on oltava samoja ja yhden erottava naista yhdella. Helposti nahdaan, etta luvuista kahden
on oltava = 668 ja yhden = 667. Alkuperiiseen yhtaloon sijoittamalla ndhdaéan, ettd tAméa
valttamaton ratkaisuehto on myos riittava.
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P 2003.3. Kierretaan kuviota vastapaivaan 60°

pisteen C' ympari. Koska ABC on tasasivuinen, C

/BAC = 60°, joten A kuvautuu B:ksi. Olkoon D:n

kuva E. Kierron ominaisuuksien takia AD = BFE ja

/BEC = 150°. Koska kolmio DEC on tasasivui-

nen, DE = DC' ja ZDEC = 60°. Mutta nain ollen

/DEB = 150°—-60° = 90°. Tehtévén janojen pituiset E
janat ovat suorakulmaisen kolmion DBFE sivut.

P 2003.4. Tehtavéan yhtalosta seuraa, kun x # v,

f)+ flx—y) = fly(x —y)f(x)).

Koska f(y) # 0, ei voi olla f(z —y) = f(y(z — y)f(x)) eikd siis z — y =

Milldan = # y ei siis saa olla y f(z) = 1. Tasté seuraa, etté on oltava f(x) =

(z —y)f ().

1
—. On helppo
x

1
nahda, ettd funktio f, f(x) = —, todella toteuttaa tehtdvan ehdon.
T

P 2004.1. Olkoot pallojen lukumaarat punaisessa maljassa P, sinisessa S ja keltaisessa
K. Keskiarvoehdosta seuraa, ettd S < 5 (palloja, joiden numero on < 3 on enintéaén kaksi,
joten palloja, joiden numero on > 3, voi olla enintéddn 2). P, S ja K toteuttavat yhtalot

P+S+K =27
27
15P + 35+ 18K = » j=14-27 =378,

J=1

Kun naista eliminoidaan S, saadaan 4P 45K = 99. Kokeilemalla huomataan, etta yhtalon
toteuttavat positiiviset kokonaislukuparit ovat (P, K) = (21, 3), (16, 7), (11, 11), (6, 15)
ja (1, 19). Kaksi viimeisté ei kuitenkaan toteuta ehtoa S = 27 — (P + K) < 5. On vield
tarkistyettava, ettd kolme ensimmaista ovat mahdollisia. Tapauksessa P = 21, voidaan

valita punaiseen maljaan pallot 5, 6, ..., 25, siniseen 2, 3 ja 4; tapauksessa P = 16
punaiseen 7, 8, ..., 14, 16, 17, ..., 23, siniseen 1, 2, 4 ja 5 seka tapauksessa P = 11
punaiseen 10, 11, ... 20, siniseen 1, 2, 3, 4, 5. Punaisessa maljassa voi siis olla 21, 16 tai
11 palloa.

P 2004.2. Fibonaccin jono on muodostamisperiaatteensa mukaisesti jaksollinen modulo
kokonaisluku, kaikilla kokonaisluvuilla. Joillakin kokonaisluvuilla jaksoon eivat kuulu
kaikki mahdolliset jakojaannokset. Esimerkiksi modulo 11 jono on 0, 1, 1, 2, 3, 5, §,
2,10, 1,0, 1,1, ... Jonossa ei ole esimekrkiksi lukua 4. Nain ollen mikaan luku, joka on
muotoa 4 + 11k ei ole Fibonaccin luku; tassa onkin kysytynlainen aritmeettinen jono.
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P 2004.3. Lasketaan ensimmaista indeksia modulo n, ts. 15 = xy41,%. Olkoon M} =
max; ;i ja my = min; x;;. Selvésti (My) on vdhenevd ja (my) kasvava jono. Lisdksi
M1 = My, vain, jos i = 41, = M}, jollain jm arvolla. Jos tasan p perakkaista lukua
Zj = My, niin tasan p — 1 perdkkaista lukua ;41 = My = My4;. Nain ollen darellisen
monen askelen jalkeen tullaan tilanteeseen My < Mj. Vastaavasti mgi1 > my joillain
k. Jos kaikkien jonojen kaikki luvut olisivat kokonaislukuja, myos kaikki my:t ja Mp:t
olisivat kokonaislukuja. Asrellisen askelméirian jalkeen my, = My, ja kaikki luvut z;; ovat
samoja. Talloin on oltava x1 p—1 + T2 k-1 = Top—1 + T3 k-1 = """ = Tp—1k—1 + Tn k-1 =
Tnk—1 + T1k—1. Jos m on pariton, on i p—1 = T3 k-1 = *° = Ty k-1 J& T k-1 =
Tp_1k—1 = - = Tok—1. Mutta samoin olisivat kaikki luvut z;;_o samoja ja edelleen
kaikki luvut z,; samoja. Jos m on parillinen, kaikki z;;:t voivat olla kokonaislukuja:
olkoon esimerkiksi z11 = 231 = - = 2p—11 =0, T21 = 241 = -+ = x,1 = 2. Silloin
jokainen x5 =1, k > 2.

P 2004.4. 1. ratkaisu. Tunnetun (Eulerin) lauseen nojalla kolmion sisdén piirretyn
ympyran sade r ja ympari piirretyn ympyran side R toteuttavat epayhtalon 2r < R
(Itse asiassa kolmion sisdén ja ympéri piirrettyjen ympyroiden keskipisteiden etéisyys d
toteuttaa yht#lon d?> = R(R — 2r)). Kolmion ala A voidaan lausua toisaalta muodossa

Azg(a-l—b-i-c),

toisaalta sinilauseen avulla muodossa

1 1ab
A= §absinfy: Z%
Nain ollen
1 1 1 a+b+c 2A 1 1 1
ab  bc  ca abc r 4RA 2rR — R2

2. ratkaisu. Olkoot a < b < ¢. Silloinb=a+4+zjac=a+x+y, x>0,y >0. Nyt
abc—(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)=ala+z)(a+z+y)—(a—y)(a+2z+y)(a+y) =
az?+azy+ay*+2zy*+y> > 0. Siis abc(a+b+c) > (a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c) =

16A2. Viimeinen yhtild perustuu Heronin kaavaan. Kun tdhéin sijoitetaan A = Z—[g (vrt.
1. ratkaisu), saadaan sievennyksen jélkeen
abc

a+b+c> R
josta vaite seuraa.
P 2005.1. Olkoon

a:Zakl()k, 0<ar <9, kin0<k<n-1,1<a, <09.
k=0

Asetetaan

fla) = H a.
k=0
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Koska o
fla) = i 211 > 0,
. 8 1688 . . . . .
niin a > 3 211 = T > 66. Koska f(a) on kokonaisluku ja 8:n ja 25:n suurin yhteinen

tekija on 1, niin 8 | a. Toisaalta

fla) < 9" g, <10"a, < a.

Siis o
—a—211<aqa
8
. 8 1688 . ) e .
elia < — 211 = —— < 100. Ainoat 66:n ja 100:n valissé olevat 8:n monikerrat ovat

72, 80, 88 ja 96. Kokeillaan niita: 25-9—211 =14 =7-2, 25-10 — 211 = 39 # 8- 0,
25-11—-211=64=28-8,and 25-12—211 =89 # 9-6. 72 ja 88 ovat siis ainoat ratkaisut.

P 2005.2. 1. ratkaisu. Kaytetadn raakaa voimaa. Kun yhtéalon lausekkeet tehddan sa-
mannimisiksi, sulkeet poistetaan ja samanmuotoiset termit yhdistetaan, epayhtalo saadaan
yhtapitavaksi epayhtéalon

0 < 2a*+204 +2c* +a3b+a c+ab® +b3 c+ac® +be® —2a%b? —20% > —2a° * —2abc? —2ab* c—2a>be
=a + b —2a%0% + b + ¢t — 227 + ¢t + at — 2432
+ab(a® 4 b* — 2¢?) + be(b? + ¢ — 2a?) + ca(c? + a® — 2b%)
— (@2 — )2 4 (1® — )2 + (2 — a?)?
+ab(a — b)? + be(b — €)% + calc — a)? + ab(2ab — 2¢2) + be(2be — 2a?) + ca(2ca — 20?)

kanssa. Oikean puolen kuusi ensimmaista termia ovat ei-negatiivisia ja viimeiset kolme
voidaan kirjoittaa muotoon

2a°b% — 2abc?® + 2b%c* — 2a°be + 2c%a® — 2ab’c
= a?(b* + ¢ — 2bc) + b*(a® 4 ¢ — 2ac) + c*(a® + b* — 2ab)
=a?(b—c)* +b*(c—a)®+ *(a—1b)* > 0.

Tehtavan epayhtalo on siis tosi.

2. ratkaisu . Epayhtalo on yhtapitava epayhtalon

2(a*(a+b)(a+c)+b2(b+c)(b+a)+ P (c+a)c+b) > (a+b+c)(a+b)(b+c)(c+a)

Koska a + b 4 ¢ on positiivinen, epayhtialo on yhtapitava epayhtalon

2(a® + 1% + ¢ 4+ abe) > (a+ b)(b+¢)(c+a) (1)
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kanssa. Kun oikeasta puolesta poistetaan sulkeet ja vahennetaan 2abc, saadaan epayhtalo
2(a® 4+ b® + ) > (a®b + b?c + ?a) + (a’c + b*a + 2b),

joka edelleen on alkuperaisen epayhtalon kanssa yhtapitava. Mutta nyt voidaan kahdesti
kayttaa tunnettua epayhtaloa

P4yt + 2 >y +yta+ e el P —y)+yily—2)+ 22 (z—2) >0, (2)

ja todistus on valmis. [Epédyhtdlon (2) todistus: Voidaan olettaa, ettd x > y, > 2. Jos
y > z, kirjoitetaan z —x = z —y +y — 2, jolloin saadaan alkuperaisen kanssa yhtapitava ja
tosi epayhtéld (y? — 2%)(y — z) + (2 — 2%)(x — y) > 0. Jos z > y, kirjoitetaan puolestaan

T —y=x—2z+ 2z —y, jolloin saadaan (2 — 22)(x — 2) + (z? —y?)(2 —y) > 0]
3. ratkaisu. Epayhtalo on symmetrinen a:n b:n ja c:n suhteen. Voidaan siis olettaa, etta
a>b>c. Siis
1 1 1
> > .
b+c  ct+a  a+b

Tsebusevin epayhtalon perusteella on

2a? 2b? 2¢?
+ -
b+c c+a a+b

>

1 1 1
2,32, 2
. 1
(a”+5 +C)<b+c+c+a+a+b> (1)

Wl N

Kaytetaan sitten potenssikeskiarvoepayhtéloa, jonka perusteella saadaan.

a? + b2 + 2 _(atbte 2
3 - 3 '

Siis

2a® N 202 N 2¢? >2( bt o) 1 N 1 N 1 @)
_a C .
b+¢ c¢c+a a+b 9 b+c c+a a+b

On viela osoitettava, etta

da+b+o) [ ——+— 4L )59 (3)
“ ¢ b+c c+a a+b) "

Mutta tdma seuraa harmonisen ja aritmeettisen keskiarvon valisestd epayhtalosta
3 <z +y+z

T 1 1=>" 3
r Yy =z

kinz=a+b,y=b+c, 2z=c+a.
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P 2005.3. Olkoon tyttojen lukumaéra ¢ ja poikien p. Sanotaan, ettd tyton asema on
atka vahva myotapaivaan, jos hanestd myotapaivaan laskettuna tyttojen luku on aina
suurempi kuin poikien luku. Tytto, jonka vasemmalla puolella on poika, ei ole aika vahvassa
asemassa. Toisaalta pari, joka koostuu tytosta ja tata heti seuraavasta pojasta ei vaikuta
sithen, ovatko muut tytot aika vahvassa asemassa. Voimme siis poistaa kaikki tallaiset
parit. Jéljelle jad ainakin ¢ — p tyttdd, jotka kaikki ovat (myotépéivaéan) aika vahvassa
asemassa. Samanlainen lasku vastapaivdan, osoittaa, ettd ainakin t — p tyttoa on aika
vahvassa asemassa vastapaivéén. Koska tehtédvan luvuin ¢ > 2p eli 2(¢t — p) > ¢, ainakin
vksi tytto on aika vahvassa asemassa molempiin suuntiin. Tallainen tytto on vahvassa
asemassa.

P 2005.4. Piirretdédn ympyran Co tangentti CH pis-
teeseen C. Tangentin ja janteen valistd kulmaa koske-
van lauseen nojalla kulmat ABH ja AC H ovat molem-
mat yhtd suuria kuin BA:n ja ympyroiden pisteeseen
A piirretyn yhteisen tangentin vélinen kulma. Kul-
mat ABH ja ACH ovat siis yhté suuret, ja CH||BE.
Mutta tasta seuraa, ettd C on kaaren DFE keskipiste.
Tasta seuraa edelleen, ettd kulmat CEB ja BAFE ovat
yhté suuret, ja CE = CD. Koska kolmioissa AEC ja
CEB on myo6s yhteinen kulma EC B, ne ovat yhden-
muotoiset. Siis

CB_CE
CE AC’

ja CB-AC = CE? = CD?. Mutta pisteen potenssia ympyrin suhteen koskevan lauseen
perusteella CB - CA = CG? = CF?. Olemme todistaneet, etti CD = CE = CF = CG,
joten pisteet D, E, F ja G ovat samalla C-keskisella ympyralla.

P 2006.1 Olkoot F ja F ne puolisuorien AB ja
AC' pisteet, joille AE = AF = AB + AC. Ol-
koon D janojen AFE ja AF keskinormaalien leikkaus-
piste. On helppo havaita, esimerkiksi suorakulmai-
sista kolmioista, joiden hypotenuusa on AD ja toi-
set kateetit AD:n projektiot AB:lla ja AC:la, etta
D on kulman BAC puolittajalla. Lisdksi ZADF =
180° — 2 - ZCAD = 180° — ZBAC. Kolmio ADF
on tasakylkinen, joten kolmioissa ABD ja DCF on
/BAD = /DAC = ZCFD

ja AD = DF. Lisdksi CF = AF — AC = AB. Kolmiot ADB ja F'DC ovat siis yhtenevét
(sks). Siis ZBDA = ZCDF. Mutta tasté seuraa, ettd /BDC = ZADF = 180° — ZBAC.
Néin ollen ABDC' on jannenelikulmio, ja véite on todistettu.

P 2006.2. Olkoon (z, y, z) yhtéléryhmén ratkaisu. Koska

1 ky—1 . 1
r=k——-= ja z=-——,
Y y k—y
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on .
+ =
k—y ky—1

k,

miké sievenee muotoon
(1—k*)(y* —ky+1)=0.
Siis joko |k| =1 tai

1
k=y+ —.
Y
Jalkimmainen vaihtoehto sijoitettuna alkuperaisiin yhtaloihin antaa heti x = y ja z = .
Ainoa mahdollisuus on k = +1. Jos k = 1, esimerkiksi z =2, y = —1 ja z = 5 on ryhman
ratkaisu, jos k = —1, kelpaavat askeisten vastaluvut. Ainoat mahdolliset k:n arvot ovat

siis 1 ja —1.

P 2006.3. Tarkastellaan lauseketta 2° + 487 modulo 4. Selvisti z = 0 = 2° + 487 = 3,
r=1=>224+487T=0;2=2=2°4+487 =3 jaz = 3 = 2° + 487 = 2. Tunnetusti
nelioluuvt ovat = 0 tai = 1 mod 4. Jos tutkittavassa jonossa on parillinen nelicluku,
kaikki loput jonon luvut ovat joko = 2 tai = 3 mod 4, eivatka siis neliclukuja. Jos
jonossa on pariton nelioluku, sitd seuraava jonon luku voi olla parillinen nelicluku, mutta
kaikki loput jonon luvut ovat ei-neliclukuja. Jonossa voi siis olla enintaan kaksi neliolukua.
Talloin ensimmainen neliéluku on samalla jonon ensimmainen luku, silla mik&dan jonossa
toista lukua seuraava luku ei toteuta ehtoa x = 1 mod 4. Etsitidéin sellaiset luvut k2, ettd
k'O + 487 = n2. Koska 487 on alkuluku, on oltava n — k> = 1 ja n + k® = 487 eli n = 244
ja k = 3. Tehtdvin ainoa ratkaisu on siis m = 32 = 9.

P 2006.4. Olkoon R; i¢:nnen vaakarivin ruutujen véaritykseen kaytettyjen varien maara
ja C; jmnen pystyrivin ruutujen varitykseen kéytettyjen varien maéra. Olkoon ry niiden
vaakarivien maara, joilla esiintyy vari k ja olkoon ¢ niiden pystyrivien maara, joilla esiintyy
vari k. Aritmeettis-geometrisen epéyhtalon perusteella rp + ¢ > 2,/rrci. Koska véri k
esiintyy enintaan cp kertaa jokaisella niista rj:sta pystyrivista, joilla se esiintyy, niin cprg
on > kuin vérin k esiintymien kokonaismaara, joka on 100. Siis rp + ¢ > 20. Summassa
Zgﬂ R; jokainen vari k antaa kontribuution r; kertaa ja summassa 2;0:01 C; jokainen vari
k antaa kontribuution c; kertaa. Né&in ollen

100 100 100 100 100
ZRi + ZCj = Zrk + ch = Z(rk +Ck) > 2000.
i=1 Jj=1 k=1 k=1 k=1

Mutta jos 200 positiivisen kokonaisluvun summa on ainakin 2000, niin ainakin yksi yh-
teenlaskettava on ainakin 10. Vaite on todistettu.

P 2007.1.
Ratkaisu. Yhtalo on sama kuin
z(x —2) =223 (3y)%

Kokeilemalla todetaan, ettd 223 on alkuluku. Jotta yhtalolla olisi kokonaislukuratkaisu,
on joko luvun z tai luvun x — 2 tekijana oltava 223. Kokeillaan z — 2 = 223. Silloin
r =225 =152 ja x(z — 2) = 223 - (3 - 5)2. Saadaan siis ratkaisu (z, y) = (5, 225).
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P 2007.2. Valitaan mielivaltainen kolmion sisapiste P. Piirretdan P:n kautta annetun
suoran suuntainen suora ja annettua suoraa vastaan kohtisuora suora. Ne leikkaavat kol-
mion sivut pisteissd A, B, C ja D. Koska naméa nelja pistettd kukin kuuluvat johonkin
tehtavan kolmesta suorakaiteesta, ainakin yksi suorakaiteista, erimerkiksi R, sisaltaa pis-
teistd kaksi, esimerkiksi pisteet A ja B. Jos A, B ja P ovat samalla suoralla, jana AB
kuuluu kokonaan suorakaiteeseen R ja siten myo6s piste P kuuluu R:4én. Jos ZAPB
on suora kulma, niin murtoviiva APB, jonka sivut ovat R:n sivujen suuntaisia, kuuluu
kokonaan suorakaiteeseen R. Siis P kuuluu R:&an.

P 2007.3. Anne voi ensimmiiseksi siirrokseen korvata 102°°7 luvuilla 22997 ja 52007,

Induktiolla ndhdaén, ettd Anne voi pelata niin, ettd hanen siirtonsa jalkeen taululla ovat
luvut 2%, 292, ... 2% ja 5 5% ... 5%, Ensimmaisen siirron jalkeen nain on. Jos
asetelma on tallainen, Berit voi poistaa luvun p®/ tai kirjoittaa luvun p® paikalle luvut
po‘3' ja po‘j_o‘g'. Silloin Anne voi aina tehd& joko siirron, jossa (7 — p)® poistetaan tai
(7 — p)® korvataan luvuilla (7 — p)® ja (7 — p) 7. Annen siirron jilkeen tilanne on
jélleen samanlainen kuin ennen Beritin ja Annen siirtoja. Anne ei siis voi havitd. Etta
Anne myo0s varmasti voittaa, nahdaén siitd, ettd jokainen luvun poisto pienentad taululla
olevien lukujen summaa, ja koska (a — 1)(b— 1) = ab — (a + b) + 1, niin ab > a + b paitsi
jos a = b = 2. Jokaisessa Annen ja Beritin siirtoparissa taululla olevien lukujen summa

pienenee, joten, peli ei voi jatkua mielivaltaisen pitkédédn. Annella on siis voittostrategia.

P 2007.4. Osoitetaan, etta pisteen P sijainti ei riipu tehtavassa olevan ympyran valin-
nasta. Olkoot siis I'y ja I's pisteiden B ja C' kautta kulkevia ympyroita ja olkoot S; ja
T; pisteestd A ympyréille I'y ja I'y piirrettyjen tangenttien sivuamispisteet seka Py ja P
pisteet, jossa janat S17T7 ja SoT5 leikkaavat suoran ABC'. Lasketaan pisteen A potenssi
ympyroiden 'y ja I'y suhteen. Se on kummankin ympyran suhteen AB - AD, mutta myo6s
AS? AT? ja AS3 seki ATZ. Mutta tami merkitsee, ettd AS] = ATy = ASy = ATy,
joten Sy, T7, So ja Ty ovat samalla A-keskiselld ympyrélla I'. Olkoon @ suorien ST} ja
SoTy leikkauspiste. Pisteen ) potenssi ympyrdn I suhteen on QSy - Q17 = QSs - QT.
Mutta tdmé merkitsee, ettd ():lla on sama potenssi ympyroiden I'y ja 'y suhteen. Nyt
niiden pisteiden joukko, joilla on sama potenssi kahden toisensa leikkaavan ympyran suh-
teen on ympyroiden leikkauspisteiden kautta kulkeva suora [sitd kutsutaan ympyroiden
radikaaliakseliksi; on triviaalia, ettd suoran pisteilld on tama ominaisuus, ja jos suoran
ulkopuolisen pisteen kautta piirretaan ympyroiden toisen leikkauspisteen kautta kulkeva
suora, ndhd&aén, etta piteelld ei ole sama potenssi molempien ympyréiden suhteen]. Téasta
seuraa, ettd () on suoralla AB joten P, = P, = Q.
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Edella sanotusta seuraa, etta riittaa, kun tehtava rat-
kaistaan tapauksessa, jossa AB on ympyran halkai-
sija. Olkoon ympyran keskipiste O, sade r ja olkoon
AO = a ja PO = b. Yhdenmuotoisista suorakulmai-
sista kolmioista AOS ja OSP saadaan

eli ab = r2.

Nyt

AP_a—b_a2—ab_a2—r2 a—r AB AB
PC b+r ab+ar r2+ar r  BC BC’

P 2008.1. Olkoot f, A, B ja C tehtdavin mukaisia. Olkoon z jokin reaaliluku. Asetetaan
z =z— f(0)jay = 0. Silloin f(z) = f(z— f(0)+ f(0)) = A(z— f(0))+ B-0+C =
Az—Af(0)+C. On siis olemassa luvut a ja b niin, ettd f(z) = az+0b kaikilla reaaliluvuilla z.
Titen Az +By+C = f(z+f(y)) = a(z+ f(y))+b = ar+a(ay+b)+b = ar+ay+(a+1)b.
Mahdollisia kolmikkoja (a, B, C) ocat siis kolmikot (a, a2, c), missi ¢ on mielivaltainen ja
a # —1 on mielivaltainen, sekd (—1, 1, 0).

P 2008.2. Osoitetaan induktiolla, ettd dominoivia pareja on vihintaan n — 3 kappaletta.
Jos n = 3, jokaiset kaksi henkil6a istuvat vierekkain, joten dominoivien parien maara on
0 = 3 — 3. Oletetaan, ettd kun henkil6itd on n, dominoivia pareja on ainakin n — 3.
Olkoon poydan aaressa n + 1 henkiloa. Jos aakkosissa viimeinen istujista, sanokaamme
Z, poistuu, Z:n kahta puolta istuneet henkilot, jotka muodostivat dominoivan parin, eivat
enaa ole dominoiva pari. Jokainen muu dominoiva pari on edelleen dominoiva, silla tallaisen
parin dominoivuus on perustunut siihen, ettd heidan valissdan on muitakin aakkosissa
myohempia kuin Z. Koska n:n istujan joukossa oli ainakin n — 3 dominoivaa parin, on
n+ 1:n istujan joukossa ainakin n —3+1 = (n+1) — 3 dominoivaa paria. — Toisaalta, koska
sama prosessi, aakkosissa viimeisen poistuminen joukosta, vahentad dominoivia pareja
tasan yhdelld ja 3:n joukossa ei ole dominoivia paareja, on dominoivien parien mé&aran
oltava tasan n — 3, eli n — 3 on todella dominoivien parien pienin mahdollinen maara.
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P 2008.3. Koska F'G|BC, ZFGB = ZGBC, kehi-
kulmalauseesta seuraa nyt, ettda Z/GAC = ZBAF ja
siis ZGAB = ZCAF = ZCED, (koska ED|AF). Li-
siksi kehdkulmalauseen nojalla ZAGB = ZACB. Siis
kolmiot ABG ja EDC' ovat yhdenmuotoiset. Koska
AD on kulman C AB puolittaja,

AC

DC:A0+AB'

BC.

koska BE on kulman ABC puolittaja,

BC

ECZAB+BC'

AC.

Mutta vaite seuraa nyt edella todistetusta kolmioiden
yvhdenmuotoisuudesta:

AG EC  AC+ AB
BG ~ DC ~ AB+BC’

— Tama kuvion perusteella ilmeinen todistus on kuitenkin sikali puutteellinen, etta se
olettaa, etta LAGB = ZACB, mika taas edellyttaa, ettda G ja C ovat samalla puolella
suoraa AB. On siis todistettava, etd niin todella on. Oletetaan ensin, ettd BC = a <
b= AC. Merkitain ZBAF = x. Jos ¢ < 7= ZBCA, niin F on kaarella AC' eri puolella
suoraa AB kuin C; talldin G tulee olemaan samalla puolen suoraa AB kuin C. Merkitaan
viela AB =c¢, ZCAB = «a ja ZABC = 3. Kolmiosta EDC saadaan sinilauseen nojalla

sin(ZCED)  sin(fa+z) DC a+c

<1

sin(/ZEDC)  sin(8—x) EC b+c

Koska kaavassa esiintyva z:n funktio on kasvava, x on pienempi kuin yhtélén sin(a +z) =
1 1

sin( —x) ratkaisu 5(5—04). On helppo nahda, etta 5(6—04) <. Jos b < a, on torjuttava

pisteen F' joutuminen sille karista AC', joka on eri puolella suoraa AC kuin B; tdta varten

riittad osoittaa, ettd LFAB < «. Todistus voidaan suorittaa samalla tekniikalla kuin
tapauksessa a < b.

P 2008.4. Oletamme, ettd (m+1)3 —m?3 = n?2. Silloin n on pariton ja 4(3m? +3m+1) =
(2n)? ja 3((2m)?+2-2m+1) = (2n)?—1eli 3(2m+1)? = (2n—1)(2n+1). Jos parittomilla
luvuilla 2n — 1 ja 2n + 1 olisi yhteinen tekija, se olisi lukujen erotuksen 2 tekija ja siis 2.
Yhteisia tekijoita ei ole, joten toinen luvuista on parittoman luvun nelio ja toinen jaettuna
3:1la on nelié. Jos olisi 2n + 1 = (2t + 1)2, olisi 2n = 42 + 4t, ja n olisi parillinen. Siis on
oltabva 2n — 1= (2t +1)?elin =262 + 2t + 1 =2 + (¢t + 1)2.
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P 2009.1. Olkoon kolmio ABC' ja leikatkoot P:n
kautta piirretyt suorat kolmion sivut pisteissa D ja
E, F ja G sekd H ja I. Kolmiot ABC, DEP, PFG
ja IPH ovat kaikki yhdenmuotoisia ja BD = I[P,
EC = PF. Jos BC = a, IP = a1, DE = asy ja
PF = ag, niin a1 + a2 + a3 = a. Koska yhdenmuo-
toisten kuvioiden pinta-alojen suhde on vastinsivujen
suhteen neli, niin kolmioiden alat ovat ka?, ka?, ka3 D E c
ja ka3, missi k on kolmioiden muodosta riippuva ver-

rannollisuuskerroin. Mutta nain ollen
ka? + ka3 + ka3 a? + a2 + a2

f: ka? B (CL1 +a2+a3>2'

On tunnettua, etta aritmeettinen keskiarvo on pienempi tai yhta suuri kuin kuin neliéllinen
keskiarvo eli
(a1 + as + a3)? < at + a3 + a3
9 - 3 ’

ja keskiarvot ovat samat jos ja vain jos a; = as = a3 [Jos halutaan, todistus: (a — b)? +
(b—2c)?+ (c—a)® >0 = 2a®+ 2% +2¢% > 2ab + 2bc + 2ca = 3a® + 3b% + 3c2 >
a? + b% + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca = (a + b + ¢)?; ensimmiiisessi epiyhtilossi ja kaikissa
seuraavissakin on yhtésuuruus, jos ja vain jos a = b = ¢.] Mutta tdmé on yhtéapitavéa sen

1
kanssa, etta f > 3

Yhtasuuruustilanteessa on siis a; = as = a3. Kolme pikkukolmiota ovat yhtenevia. Silloin
myos CF = FG = GA ja AH = HI = IB. Koska kolmiot AIF ja ABC' ovat yhdenmuo-
toisia ja P on IF:n keskipiste, AP:n jatke puolittaa sivun BC. P on siis kolmion ABC
A:sta piirretyn keskijanan piste. Mutta aivan samoin se on B:sta ja C':std piirrettyjen
keskijanojen piste. Se on siis ABC':n keskijanojen leikkauspiste.

P 2009.2. Olkoon vasemman puolen ensimméinen tekiji P(z), tonen tekija Q(z) ja oikea
puoli R(x). Todetaan, ettd P(0) = P(—1) = aja R(0) = —90ja R(—1) = —180—4 = —184.
Nyt 90 = 2-32-5 ja 184 = 23.23. Koska a on seké luvun 90 etts luvun 184 tekijs, on oltava
a = £1 tai a = +2. Jos olisi a = 1, olisi P(1) = 3. Toisaalta R(1) = 4 — 180 = —176.
R(1):n numeroiden summa on 14, joten R(1) ei ole jaollinen 3:lla. Siis a # 1. Jos a = —2,
niin P(1) = 0, mutta R(1) = —176. Siis a # —2. On helppo huomata, ettd R(z) =
(z* + 1) (2! + 2 — 90). Jos a = —1, niin P(2) =5, mutta 2* +1 =17 ja 213 +2 - 90 =
81024 + 2 — 90, misté helposti nikee, etté luku ei ole jaollinen viidelld. Koska siis R(2) ei
ole jaollinen viidelld, a # 1. Ainoaksi mahdollisuudeksi jai, ettd a = 2. [Voidaan osoittaa,
etti Q(x) = (vt +1)(z1t — 210 — 29 + 328 — 27 — 526 + 72° + 32% — 1723 + 1122 + 232 — 45.]

P 2009.3. Kuvatunlainen lukujen muuttaminen joko vdhentaa taululla olevien paritto-
mien lukujen ma#rdd tai pitdd sen ennallaan (jos a ja b ovat parittomia, niin a 4+ b on
parillinen ja ab pariton; jos a on pariton ja b parillinen, a + b on pariton ja ab parillinen, ja
jos a ja b ovat molemmat parillisia, niin my6s ab ja a+b ovat). Liséksi operaatio kasvattaa
lukuja tai pitdéd toisen ennallaan (jos toinen luvuista a, b on 1). Jotta taululle saatai-
siin kolme lukua 2009, ei missadn vaiheessa voida operoida kahdella parittomalla luvulla.
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Oletetaan, ettd vaadittu tilanne olisi saavutettavissa. Ensimmaiseksi taululle kirjoitetun
luvun 2009 on silloin oltava a + b. Talloin joko ab > 2009 tai ab = 2008. Jalkimmaisessa
tapauksessa luku 1 on pyyhitty pois, ja lukua 2008 ei siten voi kayttaa uuden luvun 2009
synnyttamiseen. Kummassakin tapauksessa taululla on enaa kolme sellaista lukua, joista
voi muodostaa uuden luvun 2009. Olkoon nyt c ja d sellaiset kaksi naista, etta c+d = 2009.
Jalleen joko cd > 2009 tai cd = 2008, ja ykkonen pyyhkiytyy pois, eikd cd ole enaa kay-
tettavissa. Koska lukuja on viisi, ja nelja niista on sellaisia, etta niista ei halutulla tavalla
voi muodostaa lukua 2009, kolmatta lukua 2009 ei voi muodostaa. Haluttuun tilanteeseen
ei siis paasta.

P 2009.4 Kultamitalisti selvida viidella ottelukierroksella. Ensimmaisella kierroksella
on 16 ottelua, naiden voittajien kesken 8, sitten 4, 2 ja 1 eli yhteensa 31 ottelua. Nyt
toiseksi paras on jollain kierroksella havinnyt voittajalle. Olkoot Vi, Vs, ..., V5 voittajan
vastustajat eri kierroksilla. Jos nyt Vi ja V5 ottelevat, voittaja ottelee V3:n kanssa jne.,
niin neljan ottelun perusteella on saatu selville hopeamitalisti. Pronssimitalistin on ollut
havittava vain voittajalle tai hopeamitalistille (ei hdn muuten olisi kolmanneksi paras.
Jos hopeamitalisti on V}, niin tama on voittanut k& — 1 kertaa ennen kuin on kohdannut
voittajan kierroksella k. Vi on lisaksi voittanut hopeamitaliotteluissa 5 — k vastustajaa
Vi+1, ..., Vs jajos k > 1 yhden vastustajan Vj, j < k. Kolmanneksi parhaan tilalle on siis
tarjolla k —1+5—k =4 tai 4+ 1 = 5 ehdokasta. Jalleen enintaan nelja ottelua tarvitaan
niista parhaan selvittamiseksi. Otteluita tarvitaan siis enintddn 31 4+ 4 + 4 = 39.
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