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87.1. Yhdeksan erimaalaista lehtimiesta osallistuu lehdistotilaisuuuteen. Kukaan heista ei
osaa puhua useampaa kuin kolmea kielta, ja jokaiset kaksi osaavat jotakin yhteista kielta.
Osoita, etta lehtimiehista ainakin viisi osaa puhua samaa kielta.

Ratkaisu. Tehdaan vastaoletus: mitkaan viisi lehtimiesta eivat puhu yhteista kielta. Va-
litaan lehtimiehistd mielivaltaisesti yksi, nimeltaan x. Jaljelle jaavat yhdeksan lehtimiesta
jaetaan nyt ryhmiin sen mukaan, mita kieltd he puhuvat x:n kanssa. Tehtavan oletusten
perusteella ryhmia on enintadn kolme, ja joka ryhmaéassa on vastaoletuksen nojalla enintaan
kolme lehtimiesta. Ainoa tapa jakaa kahdeksan henked ryhmiin nédiden ehtojen mukaan
on sellainen, ettd kahdessa ryhmaéssa on kolme ja yhdessa kaksi jasenta. Koska x on mie-
livaltainen, paatellaan, etta jokainen lehtimies osaa kolmea kieltd, ja kahdella naista han
pystyy puhumaan kolmen muun kanssa. Tarkastellaan nyt jotakin neljan lehtimiehen jouk-
koa M = {x, y, x, t}, jonka jasenet kaikki puhuvat kieltd K. Kukin nistd puhuu tasan
kolmen M :aan kuulumattoman lehtimiehen kanssa jollain muulla kielella. Oletetaan, etta
x kayttaa kielta X, y kielta Y, z kieltd Z ja t kielta T. Nama kielet ovat kaikki keskenaan
erilaisia ja kielestd K eroavia, koska muutoin ainakin viisi henked puhuisi samaa kielta.
Koska M :aan kuulumattomia lehtimiehia on 5, ainakin kahden heista on puhuttava kolmea
kielistd X, Y, Z ja T (tilanne on sama kuin sijoitettaessa 4 x 3 erivéristd palloa viiteen
lokeroon niin, ettd mihink&én lokeroon ei tule kahta samanvaristé palloal). Olkoon wu erés
tallainen; puhukoon u kielia X, Y ja Z. Mutta silloin u ei voi puhua t:n kanssa mitaan
kielta! Ristiriita osoittaa vastaoletuksen vaaraksi ja tehtdvén vaitteen oikeaksi.

87.2. Olkoon ABCD tason suunnikas. Piirretadn kaksi R-sateistd ympyréda, toinen pis-
teiden A ja B kautta ja toinen pisteiden B ja C kautta. Olkoon E ympyréiden toinen
leikkauspiste. Oletetaan, etta E ei ole mikaan suunnikkaan karjista. Osoita, etta pisteiden
A, D ja E kautta kulkevan ympyran sdde on myos R.

Ratkaisu. Olkoot F' ja G pisteiden A ja B sekd B
ja C kautta kulkevien R(Eséateisten ympyroiden keski-
pisteet ja O sellainen piste, ettd ABGO on suunnikas.
Talloin ZOAD = ZGBC, ja kolmiot OAD ja GBC
ovat yhtenevit (sks). Koska GB = GC = R, pis-
teet A ja D ovat O-keskisella R-séateiselld ympyralla I
Nelikulmio EF BG on vinonelio, joten EF || GB || OA.
Koska lisiksi EF = OA = R, niin AFEQO on suunni-
kas. Mutta tésta seuraa, ettd OF = AF = R, joten
piste E on myos ympyralla I'.

87.3. Olkoon f luonnollisten lukujen joukossa maaritelty aidosti kasvava funktio, jonka
arvot ovat luonnollisia lukuja ja joka toteuttaa ehdot f(2) = a > 2 ja f(mn) = f(m)f(n)
kaikilla luonnollisilla luvuilla m ja n. Maarita a:n pienin mahdollinen arvo.

Ratkaisu. Selviisti f(n) = n? on eréis tehtivin ehdot toteuttava funktio. Pienin mah-
dollinen a on siis < 4. Oletetaan, ettd a = 3. Induktiolla todistetaan helposti, etta



f(n*) = f(n)* kaikilla k > 1. Siispa
F3)* = f(3%) = f(81) > f(64) = f(2°) = f(2)° =3° = 27° > 25% = 5

ja

F(3)% = f(3%) = f(6561) < f(8192) = f(2"°) = f(2)"? =3"% < 6",

Téten 5 < f(3) < 6, mikéd on ristiriidassa sen kanssa, ettd f(3) on kokonaisluku.

a=4.
87.4. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Todista, etta
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Ratkaisu. Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélisen epayhtédlon perusteella

eli

a® b
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Toisaalta Cauchyn—Schwarzin epayhtalon nojalla
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Kun epayhtalot (1) ja (2) kerrotaan puolittain, saadaan tehtdvén epayhtalo.

Siis

(2)

88.1. Positiivisella kokonaisluvulla n on seuraava ominaisuus: jos n:sta poistetaan kolme

viimeistd numeroa, jaa jaljelle luku </n. Maarita n.

Ratkaisu. Jos x = ¢/n jay, 0 <y < 1000, on n:n kolmen viimeisen numeron muodostama

luku, niin
z2 = 1000z + .

Siis #3 > 1000z, 22 > 1000 ja z > 31. Toisaalta 23 < 10002+ 1000 eli z(x* —1000) < 1000.
Taman epayhtalon vasen puoli on kasvava x:n funktio, ja x = 33 ei toteuta epayhtaloa.

Siis « < 33. Koska = on kokonaisluku, x = 32 ja n = 323 = 32768.

88.2. Olkoot a, b ja c¢ nollasta eroavia reaalilukuja ja a > b > c. QOsoita, etta pétee

epayhtalo

3 3 _ _
a 3c zabc<a b+b c>‘

C a

Milloin on voimassa yhtasuuruus?



Ratkaisu. Koska ¢ —b < 0 < a — b, niin (a — b)3 > (c — b)3 eli
a® —3ab + 3ab® — b > ¢ — 3bc? + 3b%c — b3,
Kun tama sievennetaan, saadaan heti

1 _ _
—(a3—03)2a2b—ab2+b2c—bc2:abc(a b+b C).

3 c a

Riittévi yhtisuuruusehto on a = ¢. Jos a > ¢, niin (a — b)® > (¢ — b)?, ja myos vilite-
epayhtélossd on aito erisuuruus. Siis a = ¢ on my06s valttaméaton yhtasuuruusehto.

88.3. Samakeskisten pallojen sateet ovat r ja R, missa r < R. Isomman pallon pinnalta
pyritdan valitsemaan pisteet A, B ja C' siten, etta kolmion ABC' kaikki sivut sivuaisivat
pienempaéa pallonpintaa. Osoita, etta valinta on mahdollinen jos ja vain jos R < 2r.

Ratkaisu. Tasasivuisen kolmion sisdan ja ympari piirrettyjen ympyroiden keskipiste on
kolmion keskijanojen leikkauspiste. Tésta seuraa, etta sisdan ja ympaéri piirrettyjen ympy-
roiden sateiden suhde on 1 : 2. Jos toisaalta kolmion sisdén ja ympari piirretyt ympyrat
ovat samankeskisid, kolmion kulmien puolittajat ja kolmion sivujen keskinormaalit yhty-
vat; tasta seuraa helposti, ettda kolmio on tasasivuinen. Jos ympyroiden sateet ovat rq
ja Ry = 2r1, niin kolmion sivun pituus on 24/R7 —r?. Jos nyt A, B ja C ovat tehtavin
R-séteisen pallonpinnan I' pisteita ja AB, BC seka C A sivuavat tehtavan r-siteista pallon-
pintaa -, niin taso ABC leikkaa I':n pitkin ABC"n ympéri piirrettyd Ri-siteistd ympyrai
ja v:n pitkin ABC'n sisdan piirrettya ri-siateistd ympyraa. Molempien ympyroiden kes-
kipiste on pallojen yhteisesta keskipisteesta tasolle ABC' piirretyn normaalin kantapiste.
Siten ABC' on tasasivuinen, ja jos tason ABC etéisyys pallojen keskipisteesté on d, niin

2r1 = 2/r?2 —d? = Ry = VvV R? — d2.
Taten valttdmaton ehto tehtdvéan valinnan mahdollisuudelle on 472 — R? = 3d? > 0 eli
2r > R.
Olkoon sitten kaantden 2r > R. Silloin etaisyydella

4r2 — R?
d=\ —5——
3

pallojen keskipisteesté oleva taso leikkaa molemmat pallot pitkin samankeskisia ympyroita,
joiden sateet ovat

r=4—", R =2{/—-
! 3 ! 3
Tehtdvan vaatimukset tayttavat pisteet A, B ja C' voidaan valita talta Ri-sateiseltd ym-
pyralta niin, ettd ABC on tasasivuinen.

88.4. Olkoon m,, funktion

1
pienin arvo. Osoita, etta m,, — 37 kun n — oo.
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Ratkaisu. Kun n > 1, niin
n—1
fa@) =1+z+a>+- =14a(l+2>+ ) +2°(1+2"+-)=1+a(l+z)) .
k=0
Téstd ndhdéén, ettd f,(x) > 1, kun < —1 tai « > 0. Siis f,, saa pienimmé&n arvonsa
vililld ] — 1, 0[. T&lla valill

Cleg?tl

fn<x> = > >

1
1—=x l1—=x 2"

1
Siis m,, > 3" Toisaalta

1 2n+1

11— —

N1 (5
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Vn Vn
Kun n — oo, niin epayhtélon oikean puolen ensimmainen yhteenlaskettava lahestyy raja-

1
arvoa 3 Jalkimmaisen yhteenlaskettavan osoittajan tekija

()= (-

k
1 1
lahestyy nollaa, koska limg_, o (1 — E) =e 1 < 1. Siis lim,,—y o0 My, = 7"

89.1. Maarita alhaisinta mahdollista astetta oleva polynomi P jolla on seuraavat ominai-
suudet:

(a) P:n kertoimet ovat kokonaislukuja,
(b) P:n kaikki nollakohdat ovat kokonaislukuja,

(¢) P(0) =—1,
(d) P(3)=128.
Ratkaisu. Olkoon P:n asteluku n ja nollakohdat by, bs, ..., b,,. Silloin
P(x)=a(x —b1)" (z —by)™ - (x — by)™,
missé r1, 2, ..., rym > 1 ja a on kokonaisluku. Koska P(0) = —1, on
ab*by? - by (—1)" = —1.
Témé on mahdollista vain, jos |a| =1 ja |bj| = 1 kaikilla j =1, 2, ... m. Mutta talléin

P(z)=a(x —1)P(x+1)""P

ja P(3) = a-2P22n=2P = 128 = 27, Siis 2n —p = 7. Koska p > 0 ja n ovat kokonaislukuja,
pienin n, jolle tdmé ehto voi toteutua, on 4; talloin p = 1 ja a = 1. — On selvaa, etta
polynomi P(z) = (z — 1)(x + 1)3 toteuttaa asetetut vaatimukset.



89.2. Tetraedrin kolmella sivutahkolla on kaikilla suora kulma niiden yhteisessa karjessa.
Niéiden sivutahkojen alat ovat A, B ja C. Laske tetraedrin kokonaispinta-ala.

Ratkaisu. Olkoon tetraedri PQR.S ja olkoon S se karki, joka on yhteinen kolmelle suo-
rakulmaiselle sivutahkolle; olkoon A tahkon PQ.S ala, B tahkon QRS ala ja C tahkon
RPS ala. Merkitddn X:14 tahkon QRS alaa. Jos SS’ on kérjestd S (tahkolle PQR)
piirretty korkeusjana ja jos ZRSS’ = a, /PSS’ = 3 ja ZQSS’ = v, niin suorakulmaisesta
sarmiosti, jonka lavistaja on SS’, saadaan Pythagoraan lauseen avulla helposti

SS"? = (88" cosa)? + (S5 sina)? = (S5 cosa)? + (S5’ cos B)% + (95’ cosy)?

eli (tunnettu kaava)
cos? o + cos? 3+ cos? v = 1.

Koska a, (8 ja v ovat myos tason PQR ja tasojen PQS, QRS ja RPS valiset kulmat, on
A= Xcosa, B=XcosfjaC = X cosvy. Mutta tisti seuraa, etti X = /A2 + B2 + C?
ja kysytty kokonaispinta-ala on A + B 4 C 4 /A2 + B2 4 C2.

89.3. Olkoon S kaikkien niiden suljetun vélin [—1, 1] pisteiden t joukko, joilla on se
ominaisuus, etti yhtiloillid xg = t, 2,41 = 222 — 1 médritellylle lukujonolle xg, 1, T2, . ..
I6ytyy positiivinen kokonaisluku N siten, etta x,, = 1 kaikillan > N. Osoita, etta joukossa
S on aarettoman monta alkiota.

Ratkaisu. Kaikki jonon (z,) luvut kuuluvat véliin [—1, 1]. Kaikilla n voidaan valita (ei
yksikésitteinen) ay, siten, ettd x,, = cosay,. Jos z,, = cosa,, niin z,1; = 2 cosa, —1=
cos 2a,. Luvuksi a1 voidaan siis valita 2a,,, ja edelleen luvuksi a,, luku 2"ag. Nyt

b

T, = 1 jos ja vain jos a,, = 2k7 jollakin kokonaisluvulla n. Jokainen oy = om on
T

tarpeeksi suurilla 2:n potensseilla kerrottuna muotoa 2kw, joten jokainen zg = cos om

synnyttaé jonon (x,), jossa kaikki luvut tietystd indeksistd alkaen ovat ykkosié.

89.4. Mille positiivisille kokonaisluvuille n patee seuraava vaite: jos ay, as, ..., a, ovat

positiivisia kokonaislukuja, ar, < n kaikilla k ja y ,_, ax = 2n, niin on aina mahdollista
valita a;,, ai,, ..., a;; siten, etta indeksit i1, iz, ..., i; ovat eri lukuja ja Zizl a;, =n?

Ratkaisu. Jos n on pariton, viite ei pade. Vastaesimerkiksi riittda kokoelma, jossa ap = 2
kaikilla k. Todistetaan induktiolla, etta vaite patee kaikille parillisille positiivisille koko-
naisluvuille n = 2k. Jos k = 1, niin a; + a2 = 4 ja 1 < a1, as < 2, joten on oltava
a; = as = 2. Kysytty valinta on esim. a;. Oletetaan, ettd véite pétee aina (2k — 2):lle
luvulle. Olkoot aq, as, ..., asy positiivisia lukuja, < 2k, joiden summa on 4k. Jos yksi
luvuista on 2k, asia on selva. Jos lukujen joukossa on ainakin kaksi kakkosta, voidaan
induktio-oletusta soveltaa niihin 2k —2:een lukuun, jotka jaavat jaljelle, kun kaksi kakkosta
poistetaan. Naiden lukujen summa on 4k—4, joten lukujen joukosta loytyy kokoelma, jonka
lukujen summa on 2k — 2. Kun tahén kokoelmaan liitetdan toinen poistetuista kakkosista,
saadaan haluttu kokoelma. Oletetaan sitten, ettd lukujen joukossa ei ole kakkosia. Jos
luvuissa on x ykkostd, niissd on 2k — x lukua > 3. Siis x + 3(2k — z) < 4k eli z > k.
Nyt 4k — x on luku, joka on 2k:n ja 3k:n valissi, se on useamman kuin yhden luvun
summa, ja yhteenlaskettavat ovat < 2k. Voidaan siis valita luvut a; > 3, joiden summa
on k:n ja 2k:n valissd. Kun naihin liitetdan riittava maara ykkosia, saadaan kokoelma,



jonka lukujen summa on 2k. Jos luvuissa on tasan yksi kakkonen, saadaan vastaavasti
x+2+32k—x—1) < 4k, josta 2k — 1 < 2z. Koska x on kokonaisluku, niin k& < z.
Paattelya voidaan jatkaa samoin kuin edellisessa kohdassa.

90.1. Olkoot m, n ja p parittomia positiivisia kokonaislukuja. Osoita, etta luku

(n—=1)?

> kT
k=1

on jaollinen n:lla.

Ratkaisu. Koska summan termien lukumaara on tehtyjen oletusten perusteella parillinen,
voidaan summa kirjoittaa muotoon

L(n—1)P

Y ET+((n—1P—k+1)™). (1)

k=1

Koska m on pariton, jokaisen termin tekijénd on k+ (n—1)? —k+1 = (n—1)? 4+ 1. Koska
p on pariton, on vield (n — 1)? +1 = (n — 1)? 4+ 1? jaollinen luvulla (n — 1) + 1 =n. Siisn
on muunnetun summan (1) jokaisen termin tekijé, joten summa on jaollinen n:1l4.

90.2. Olkoot aq, as, ..., a, reaalilukuja. Osoita, etta

{’/ai’—l—a‘;’—l—...—l—a%g\/a%—l—ag—i—...—i—a%. (1)

Milloin (1):ssé vallitsee yhtédsuuruus?
Ratkaisu. Jos 0 < z < 1, niin 23/2 < z, ja yhtésuuruus pétee vain, kun z = 0 tai = = 1.
Oletamme, etta ainakin yksi ai # 0. Asetetaan

2
ay

Z?:l a‘? .

T =

Silloin 0 < x; < 1 ja edelld sanotun perusteella on
3/2
n 2 n 2
aj aj
E S T < E —— =1.
n 2 = n 2
el <Zj:1 a; > 1 Zj:l aj;

Siis
3/2

n n
3 2
ay < E aj ,
k=1 J1

eli vaitetty epayhtalo. Yhtasuuruus vallitsee, jos tasan yksi x; on yksi ja muut ovat nollia,
ts. jos tasan yksi ap > 0 ja muut ovat nollia.



90.3. Olkoon ABC kolmio ja P piste ABC'n sisélla.
Oletetaan, etta suora l, joka kulkee pisteen P kautta,
mutta ei pisteen A kautta, leikkaa AB:n ja AC:n (tai
niiden B:n ja C:n yli ulottuvat jatkeet) pisteissd @ ja
R. FEtsi sellainen suora [, etta kolmion AQR piiri on
mahdollisimman pieni.

Ratkaisu. Olkoon

s:%MR+RQ+Qm.

Olkoon ¢ se ympyria, joka sivuaa QQ R:44 ja AR:n ja AQ:n jatkeita; olkoon I c:n keskipiste.
1

Silloin ZQAI = ZITAR = 7o Sivutkoon ¢ RQ:ta, AQ:n jatketta ja AR:n jatketta pisteissa

X, Y ja Z. Selvastikin

AQ+QX = AY = AZ = AR+ RZ,

joten

AZ = Al cos %a =s.

Siten s ja kysytty piiri on pienin, kun Al on pienin. T&m&a tapahtuu silloin, kun X =
P. Kysytty suora on sen ympyran P:hen asetettu tangentti, joka kulkee P:n kautta ja
sivuaa AB:ta ja AC:td. — Edella maaritelty ympyra ¢ on kolmion AQR karkea vastaava
sivuympyra, ja tunnetusti kolmion piiri on yhta pitka kuin karjesta sivuamispisteisiin
piirrettyjen tangentin osien summa. Koska P on kuuluttava kolmion sivuun QR, P:n
on oltava ympyran ¢ ulkopuolella. Tangenttijanat AY ja AZ ovat pienimmaét, kun ympyra
on mahdollisimman lahella karkeda A. Tama tapahtuu silloin, kun P on ympyran kehalla.

90.4. Positiivisille kokonaisluvuille on sallittu kolme operaatiota f, g and h: f(n) =
10n, g(n) = 10n + 4 and h(2n) = n, ts. luvun loppuun saa kirjoittaa nollan tai nelosen
ja parillisen luvun saa jakaa kahdella. Todista: jokaisen positiivisen kokonaisluvun voi
konstruoida aloittamalla luvusta 4 ja suorittamalla darellinen maara operaatioita f, g ja
h jossakin jarjestyksessa.

Ratkaisu. Kaikki parittomat luvut n ovat muotoa h(2n). Osoitetaan, etti kaikki parilliset
luvut saadaan luvusta 4 operaatioiden f, g ja h avulla. Tahan riittaa, kun osoitetaan,
ettd sopivasti valittu jono kifinteisoperaatioita ' = f~!, G = g7 ja H = h™! tuottaa
jokaisesta parillisesta luvusta pienemmén parillisen luvun tai luvun nelja. Operaatiota F'

voidaan soveltaa nollaan paattyviin lukuihin, operaatiota G neloseen paattyviin lukuihin,
ja H(n) = 2n. Saadaan

H(F(10n)) = 2n,
GH(10n+2)) =2n, n>1,
H(2) =4,



H(G(10n + 4)) = 2n,
G(H(H(10n+ 6))) = 4n + 2,
G(H(H(H(10n+38)))) = 8n+6.

Kun naita askelia toistetaan aarellinen maara, paastaan aina viimein neloseen.

91.1. Maarita luvun
5 52 53 L 51991
2°4+2° 42° + + 2

kaksi viimeista numeroa, kun luku kirjoitetaan kymmenjarjestelmassa.

Ratkaisu. Osoitetaan ensin, ettd kaikki luvut 25" ovat muotoa 100p + 32. Tama nahdaan
induktiolla: kun k = 1 asia on selvii (2° = 32). Oletetaan, etti 25" = 100p + 32. Silloin

5
95"t (25'“> = (100p + 32)° = 100q + 32°
ja
(30+2)° =30°+5-30*-2+10-30° -4+ 10-30*- 8 +5-30 - 16 + 32 = 100r + 32.

Tehtavan summan kaksi viimeistd numeroa ovat siis samat kuin luvun 1991 - 32 kaksi
vilmeista numeroa eli samat kuin luvun 91 - 32 = 2912 kaksi viimeista numeroa eli 12.

91.2. Puolisuunnikkaassa ABCD sivut AB ja C'D ovat yhdensuuntaiset ja E on sivun AB
kiintea piste. Maarita sivulta C'D piste F' niin, etta kolmioiden ABF ja CDFE leikkauksen
pinta-ala on mahdollisimman suuri.

Ratkaisu. Kolmion ABF ala ei riipu pisteen F' va-
linnasta. Merkitadn DE:n ja AF:n leikkauspistetta
P:11a ja BF:n ja C'E:n leikkauspistetta Q:lla. Kysytty
ala maksimoituu, kun kolmioiden AEP ja EBQ yh-
teenlaskettu ala minimoituu. Merkitaan vield puoli-
suunnikkaan korkeutta h:lla, kolmioiden AEP ja EBQ
korkeuksia hq:114 ja ho:lla seké janojen AE, EB ja CD
seka DF' pituuksia a:lla, b:11a, c:11a ja x:114. Koska kol-
miot AEP ja FFDP ovat yhdenmuotoiset ja samoin
kolmiot BQFE ja FQC, saadaan

h1 h— hy i ha h — hy
a T b c—x
Naista ratkaistaan
b ha . L hb
— a = .
1= +x . 27 +c—x

Kolmioiden yhteenlaskettu ala on

é CL2 N b2
2\a+z b4+c—2z)




Tehtava on siten minimoida funktio

a? b?
f(x)_a—l—x b+c—a’
kun 0 < x < ¢. Lasketaan derivaatta
2 2
fi(@) = _(a—cil—a:)Q (b—l—i)—x)2
ja toinen derivaatta
(z) = 2a> 20>

(a+x)3 + (b+c—ux)®

Koska toinen derivaatta on positiivinen, kun 0 < z < ¢, ensimmainen derivaatta kasvaa

aidosti. f’'(x) = 0 vain, kun = = 3= xo. Tasta seuraa, ettd f viahenee, kun x < xg, ja
a
kasvaa, kun x > xq, joten f:n minimi saavutetaan vain, kun x = zq eli kun
x a
c a+b

Tama merkitsee, etta tehtavan ratkaisee se piste F', joka jakaa sivun DC' samassa suhteessa
kuin F jakaa sivun AB.

91.3. Osoita, etta

1 1 1 2
2—2 + 3—2 4+ ...+ ﬁ < g
kaikilla n > 2.
Ratkaisu. Koska
EUE SR S |

niin

Tasta saadaan arvolla k = 6

1 1 1 1 1 1 1 1 2389 2

2 T3 T e ST 9T 16T 25 5 T 3600 © 3
91.4. Olkoon f(x) kokonaislukukertoiminen polynomi. Oletetaan, ettd on olemassa posi-
tiivinen kokonaisluku k ja k perakkaista kokonaislukua n, n+1, ..., n+ k — 1 siten, etta
mikéaén luvuista f(n), f(n+1), ..., f(n+k—1) ei ole jaollinen k:lla. Osoita, ettd f(x):n
nollakohdat eivat ole kokonaislukuja.
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Ratkaisu. Olkoon f(z) = apz? + a1z? ' + --- + a4q. Oletetaan, ettd f:114 on jokin
kokonainen nollakohta m. Silloin f(x) = (z — m)g(x), missé g on polynomi. Jos
g(x) = boz?=t +byx9=2 ... 4 bg_1, niin ag = by ja ar = by —mby_1, 1 <k < d— 1. Siten
by on kokonaisluku ja myds muut bg:t ovat kokonaislukuja. Koska f(j) on jaoton k:lla
k:lla perdkkéiselld j:n arvolla, niin k perdkkéistd kokonaislukua j —m (j =n, n+1, ...,
n—+k—1) ovat myos k:lla jaottomia. TAmaA on ristiriita, silld k:sta perdkkaisesté kokonais-
luvun joukossa on aina tasan yksi k:lla jaollinen! f:11a ei voi olla kokonaislukunollakohtaa.

92.1. Maarita kaikki ne yhta suuremmat reaaliluvut x, y ja z, jotka toteuttavat yhtalon

3 3 3
T+y+z+ + + :2<\/x—|—2—|—\/y—|—2—|—\/z+2).
r—1 y—-1 =z-1

Ratkaisu. Tutkitaan arvoilla t > 1 maéariteltya funktiota f,

Ft) =t+ t_il —90i¥3.

Tehtavéan yhtalo on muotoa
flx)+ fly) + f(z) =0.

Muotoillaan f:n lauseketta:

f(t):L(t2—t+3—2(t—1)\/t+2)

t—1
:t_%(t?—zt+1+(\/t+—2)2—2(t—l)\/W>Zt_%(t—l—v’”?)z'

Siis f(t) > 0 ja f(t) =0 vain, kun t > 1 ja
t—1=vt+2
eli
t?=3t—1=0.

Ainoa ehdon tayttava t on

3+ V13
= 5
Tehtavan yhtalo voi siten toteutua ainoastaan silloin, kun

_3+VI3
===

t

r=y==z

92.2. Olkoon n > 1 kokonaisluku ja olkoot ay, as, ..., a, n eri kokonaislukua. Todista,
ettd polynomi

f(z) = (z —ar)(x —az)--(z —an) =1

et ole jaollinen milldan kokonaislukukertoimisella polynomilla, jonka aste on suurempi kuin
nolla, mutta pienempi kuin n, ja jonka korkeimman x:n potenssin kerroin on 1.



11

Ratkaisu. Tehddén vastaoletus: olkoon g(z) astetta m, 1 < m < n oleva kokonaisluku-
kertoiminen polynomi, jossa x:n kerroin on 1 ja olkoon

f(x) = g(x)h(x),
missé h(x) on polynomi. Olkoot

g(x) = 2™ + byp_12™ 4 -+ bra + by,

h(z) =2 + cpmo12™ "L b 1+ .

Jos kaikki kertoimet c; eivat olisi kokonaislukuja, voitaisiin 16ytaa suurin indeksi j = £k,
jolle ¢j ei olisi kokonaisluku. Mutta silloin f:n astetta k + m olevan termin kerroin —
joka on kokonaisluku — olisi c¢x + by—1¢k+1 + bm—2¢kt2 + - -+ + bp—p. Koska summan
yhteenlaskettavat ovat ensimmaista lukuun ottamatta kokonaislukuja, summa ei ole ko-
konaisluku. Ristiriita osoittaa, ettd h(z) on valttdméattd myos kokonaislukukertoiminen
polynomi. Koska

fla;) = g(ai)h(a;) = -1,

kuni =1, 2,...njasekd g(a;):t ettd f(a;):t ovat kokonaislukuja, on aina g(a;) = — f(a;) =
+1 ja siis g(a;) + h(a;) = 0. Mutta tdmé merkitsee, ettd polynomilla g(z) + h(x), jonka
aste on < m, on n nollakohtaa. Polynomin téytyy olla identtisesti = 0 eli g(z) = —h(z).
Siis

fz) = —g(z)* <0
Tama on kuitenkin mahdotonta, koska f(z) — 400, kun z — +o00.

92.3. Todista, etta kaikista kolmioista, joiden sisdan piirretyn ympyran sade on 1, pienin
piirt on tasasivuisella kolmiolla.

Ratkaisu. Jos kolmion sisdan piirretyn ympyran siade on 1, niin kolmion piiri p ja
ala A toteuttavat yhtdlon 24 = p. (Jaa kolmio kolmeksi kolmioksi, joiden yhteinen
kérki on siséén piirretyn ympyrén keskipiste.) Tehtdvénd on siis todistaa, ettd kol-
mioista, joiden sisdan piirretyn ympyréan sade on 1, alaltaan pienin on tasasivuinen kolmio.

Viitteen todistus perustuu seuraavaan aputulokseen:

Olkoot ¢1 ja co kaksi samakeskista ympyrda. Olete-
taan, ettd ympyrdn co janteet AB ja CD leikkaavat v
pisteessi E ja sivuavat molemmat ympyraa ci. Ole- SN
tetaan, etta C' on lyhemmalld kaarista AB. Silloin '
janteiden ja ympyran cy kaarien rajoittamilla kuvioilla
AEC ja DEB ovat sama pinta-ala. o

Todistus. Koska AB ja C'D ovat ympyran co janteita,
jotka ovat yhté etdalld ympyran keskipisteestd O, ne
ovat yhta pitkdat. Myos kaaret AB ja C'D ovat yhta
pitkat. Siis myos kaaret AC' ja BD ovat yhta pitkat,
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joten AC = BD. Kehédkulmalauseen nojalla /CAB = ZCDB. Kolmiot ABC ja DCB
ovat siis yhtenevié (sks). Koska kolmiot AEC ja DE B saadaan poistamalla kolmio BCE
néistd yhtenevistd kolmioista, kolmioilla AEC' ja DE B on sama ala. Yhta pitkia janteita
AC ja BD vastaavat ympyran segmentit ovat sama-alaisia, joten aputulos on todistettu.

Olkoon nyt ABC' tasasivuinen kolmio, jonka sisdin
piirretyn ympyréan siade on 1 ja A’B’C’ mielivaltainen

kolmio, jolla on sama sisdan piirretty ympyra. Olkoon /\
¢o kolmion ABC ympaéri piirretty ympyra. Jos A’B'C’ A
ei ole tasasivuinen, ainakin yksi sen karki on ympy-

ran co ulkopuolella ja ainakin yksi karki on ympyran / \

co sisapuolella. Kiertamalla kolmioita ja tarpeen mu- B c
kaan nimeamalla uudelleen karjet padstaan tilantee-

seen, jossa suorat BC ja B’C’ yhtyvit ja joko BC on
B'C'":n osa tai B’'C'" on BC:n osa. Kummassakin ta-

tapauksessa A’B’C’:n ala saadaan ABC':n alasta véa-
hentdmalla kaksi palaa, jotka ovat pienempia kuin
erdat aputuloksessa kasitellyn muotoiset ” kolmiot” Ay
ja Ag ja lisdamalla vastaavasti kaksi palaa, jotka mo-
lemmat ovat suurempia kuin aputuloksen mukaiset
Aq:m ja Ay kanssa yhtenevit “kolmiot” Af ja Al.
92.4. Peterilla on paljon samankokoisia nelidita, joista
osa on mustia, osa valkeita. Peter haluaa koota neliois-
taan ison nelion, jonka sivun pituus on n pikkunelion
sivua, siten, isossa neliéssa ei ole yhtaan sellaista pik-
kunelidista muodostuvaa suorakaidetta, jonka kaikki
karkineliét olisivat samanvarisid. Kuinka suuren ne-
lién Peter pystyy tekeméaan?

Ratkaisu. Kun n = 4, konstruktio onnistuu esimer-
kiksi kuvan osoittamalla tavalla. Tarkastellaan sitten
tapausta n = 5: Voidaan olettaa, ettd 25:std neliosta
ainakin 13 on mustia. Jos naista viisi on jollakin vaaka-
rivilla, lopuista kahdeksasta ainakin kaksi on samalla
vaakarivilla. Nain syntyy suorakaide, jonka kaikki kar-
jet ovat mustia. Oletetaan, ettd mustista nelidista
nelja on jollakin vaakarivilla. Lopuista yhdeksasta tay-
tyy joidenkin kolmen olla samalla vaakarivilla. Naista
ainakin kahden on oltava sellaisilla pystyriveilla, joilla
on myos jotkin kaksi neljastd saman vaakarivin mus-
tasta. Jos missadn vaakarivissa ei ole enempéa kuin
kolme mustaa neliota, on ainakin kolmella vaakarivilla

oltava tasan kolme mustaa neliotd. Olkoot namaé rivit A, B ja C. Kutsutaan niita pystyri-
veji, joissa A-vaakarivin mustat neliot ovat mustiksi ja loppuja kahta pystyrivia valkoisiksi
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pystyriveiksi. Jos B- tai C-rivilld on mustilla pystyriveilla ainakin kaksi mustaa neliota,
syntyy mustakarkinen suorakaide. Jos kummallakaan vaakariveistd B ja C' ei mustilla
pystyriveilla ole kuin enintaan yksi musta nelio, ovat molempien vaakarivien valkeisiin
pystyriveihin kuuluvat neliot mustia. Taas syntyy mustakéarkinen suorakaide!

Johtopaétos: n = 4 on suurin mahdollinen n.

93.1. Olkoon F' kaikilla x, 0 < x < 1, madritelty kasvava reaalilukuarvoinen funktio, joka
toteuttaa ehdot
r(3) =
(i) 3 5
(ii) F(1—xz)=1- F(x).

173 1
[ (1Y
aarita (1993) Ja (13)

1
Ratkaisu. Ehdon (i) perusteella F(0) = §F(O), joten F'(0) = 0. Ehdon (ii) perusteella

1 1 1
F(1) =1- F(0) = 1. Edelleen F<§) = — ja F(—) = —F<§> =3 Koska F on

1 2

373" Kysytyista funk-
tionarvoista ensimmaéisen méérittadmiseksi kéytetdén ehtoja (i) ja (ii) siten, ettd funktion
argumentti saadaan yksikon keskimmaéiseen kolmannekseen:

3 173 le 519 :lF 1557 :1 1_F 436
1993 2 1993 4 1993 4 1993
1 1
(L (B 1 1y
4 2 1993 4 4 16

Jalkimmaisen arvon laskemiseksi kdytetdan ehtoja (i) ja (ii) sellaisen yht&lon muodosta-
miseksi, josta tuntematon voidaan ratkaista.

() r(3) o (3) s ()
car(g) e(2) oo ()

1 1
Fl=)==z.
(13) 7

93.2. r-sdteisen ympyran sisdan on piirretty kuusikulmio. Kuusikulmion sivuista kaksi
on pituudeltaan 1, kaksi pituudeltaan 2 ja viimeiset kaksi pituudeltaan 3. Osoita, etta r
toteuttaa yhtalon

1
kasvava, tdmé on mahdollista vain, jos F'(x) = 3 kaikilla x €

Téasta ratkaistaan

23 —Tr —3=0.
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Ratkaisu. Kuusikulmion sivujen jarjestysta voidaan

tarvittaessa vaihtaa niin, etta sivut, joiden pituus on

1, 2 ja 3 tulevat vierekkidin. Naita sivuja vastaa- \
vien kaarien pituuksien summa on tasan puolet ympy- ¢
ran kehan pituudesta. Tarkastellaan siis jannenelikul-
miota ABC D, missid AB = 2r on ympyréin halkaisija, o B
BC =1,CD =2 ja DA = 3. Olkoon viela AC = x. /
Kulmat ZABC = « ja ZCDA = (3 ovat vieruskulmia.

Siis cos &« = — cos B. Thaleen lauseen nojalla kolmio

1
ABC on suorakulmainen, joten 22 = 412 — 1 ja cosa = o Kolmiosta AC'D puolestaan
r

saadaan kosinilauseen perusteella
2 _ 92 | 92 _
r°=3"42°“—12cosf =13 + 12cos a.

Kun tahin sijoitetaan edeltd 2 ja cosa r:n funktioina ja sievennetiin, saadaan viite.
93.3. Etsi kaikki yhtaloryhman

s(z) +s(y)
x4+ y+s(z)
s(x) +s(y) + s(2)

T
z
y—4

ratkaisut, kun x, y ja z ovat positiivisia kokonaislukuja ja s(x), s(y) ja s(z) ovat z:n, y:n
ja z:n kymmenjarjestelmaesityksien numeroiden lukumddarat.

Ratkaisu. Ensimmaisen yhtalon perusteella x > 2 ja ensimmaisen sekd kolmannen perus-
teella

s(z)=y—xz—4. (1)

Téten y > 4+ 5 > 7. Kun (1) sijoitetaan toiseen yhtdloon, saadaan z = 2y — 4. Nyt
s(z) < s(2y) < s(y)+1jas(x) < s(y) joten viimeisen yhtéalon perusteella 3s(y)+1>y—4
eli

y < 3s(y) + 5.

Koska
105W)—1 <y,

tadmé epayhtald voi toteutua vain, jos s(y) = 1 tai s(y) = 2. Jos s(y) = 1, niiny < 3+5 = 8§,
joten y = 7 tai y = 8. Jos olisi y = 7, olisi z = 2 ja z = 10. Silloin olisi z + y + s(z) =
24 742=9+# 2 Siis jos s(y) = 1, niin y = 8. Kolmikko (z, y, z) = (2, 8, 12) toteuttaa
kaikki yhtélot. Jos s(y) = 2, niin y = 10 tai y = 11. Jos y = 10, niin z = 16 ja x < 5. Ei
voi olla s(x) + s(y) + s(z) =y =4 =6. Jos y = 11, niin = < 6 ja z = 18. Nytkdédn kolmas
tehtdvéan yhtéld ei toteudu. (2, 8, 12) on ainoa ratkaisu.

93.4. Merkitddn T (n):1ld positiivisen kokonaisluvun n kymmenjarjestelméesityksen nu-
meroiden summaa.



15

a) Etsi positiiviluku N, jolle T'(k - N) on parillinen kaikilla k, 1 < k < 1992, mutta
T(1993 - N) on pariton.

b) Osoita, etté ei ole olemassa positiivista kokonaislukua N, jolle T'(k - N') olisi parillinen
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k.

Ratkaisu. a) Jos s on n-numeroinen luku ja m = 10"*"s + s, niin T'(km) on parillinen
ainakin niin kauan, kun ks < 10""", koska luvussa km esiintyvit samat numerot kahdesti
(ja vélissd on mahdollisesti nollia). Valitaan N = 5018300050183 eli s = 50183. Nyt
1992 - s = 99964536, joten T'(kN) on parillinen kaikilla & < 1992. Mutta 1993 - s =
100014719, 1993 - N = 10001472000017719, ja 7(1993 - N) on pariton.

b) Oletetaan, ettd N on sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd T (kN) on parillinen
kaikilla k. Tarkastellaan ensin tapausta N = 2m. Nyt T'(km) = T(10km) = T(5kN).
Viimeinen luku on parillinen kaikilla k, joten T'(km) on parillinen kaikilla k. Toistamalla
tarpeen mukaan padttely, todetaan, ettd on olemassa pariton NNV, jolle T'(kN) on parillinen
kaikilla k. Oletetaan sitten, ettd N = 10r + 5. Silloin T'(k(2r + 1)) = T(10k(2r + 1)) =

N
T(2kN), joten myds luvulla — = 2r+1 on viitetty ominaisuus. P#éttelya tarpeen mukaan
toistamalla voidaan rajoittua tapaukseen, jossa N on pariton ja jaoton viidella. Olkoon
nyt N =10r + 9,
N=ax...xb9.
——
k kpl

Jos b < 9, niin luvun 10"2N + N esitys on az ... x(b+1)(a—1)z...x9, joten T(10" 2N +
N) = 2T(N) — 9 eli pariton. Jos N loppuu kahteen yhdeksikk66n, niin 11N loppuu
numeroihin 89, ja siihen voidaan soveltaa edellistd paattelya. Jos N paattyy ykkoseen,
kolmoseen tai seitsemaan, niin 9N, 3N tai 7NV paattyy 9:aan, ja edellista paattelya voidaan
taas soveltaa.

94.1. Olkoon O sisédpiste tasasivuisessa kolmiossa ABC, jonka sivun pituus on a. Suorat
AQO, BO ja CO leikkaavat kolmion sivut pisteissa Ay, By ja C1. Todista, etta

|OA1| + |OBl| + |001| <a.

Ratkaisu. Olkoot Hs4, Hp ja H¢ pisteen O koh-
tisuorat projektiot sivuilla BC, CA ja AB. Koska
60° < ZOA;B < 120°, niin

OHA = OA1 SIH(ZOAlB) > |OA1|?

Vastaavasti

OHB>|OB1§ ja OH0>001§.
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Jos kolmion ABC' ala lausutaan tavallisella kaavalla ja toisaalta osakolmioiden ABO, BCO
ja CAO (joilla kaikilla on sama kanta a) alojen summana, saadaan

OHA—l—OHB—l—OHC:a?.

Vaite seuraa heti.

94.2. Kutsumme aarellistd joukkoa S tason kokonaislukukoordinaattisia pisteitd kaksi-
naapurijoukoksi, jos jokaista S:n pistettd (p, q) kohden tasan kaksi pisteistd (p + 1, q),
(p,gq+1),(p—1,q), (p, g —1) kuuluu S:44n. Milld kokonaisluvuilla n on olemassa kaksi-
naapurijoukko, jossa on tasan n pistetta?

Ratkaisu. Selvisti pisteet (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) muodostavat kaksinaapurijoukon
(2NJ). Myés jokaisella parillisella luvulla n = 2k > 8 joukko S = {(0, 0), ..., (k — 2, 0),
(k—2,1), (k—2,2),...,(0,2), (0, 1)} on 2NJ. Osoitetaan, ettd muilla n:n arvoilla ei ole
olemassa 2NJ:ja.

Olkoon S 2NJ ja olkoon S:ssa n pistetta. Liitetdan jokainen S:n piste kahteen naapuriinsa
yvksikkojanalla. Syntyvien kuvioiden tulee olla suljettuja murtoviivoja, koska paattyvin
murtoviivan paa olisi piste, jolla on vain yksi naapuri. Murtoviivoissa on yhteensa n janaa
(joka pisteestd ldhtee kaksi janaa, joten pisteistd ldhtee yhteensd 2n janaa; jos ldhtevit
janat lasketaan, tulee jokainen jana lasketuksi kahdesti). Murtoviivoissa olevien janojen
madrd on parillinen: kun murtoviiva kierretdan ympari, on otettava yhtd monta askelta
vasemmalle kuin oikealle ja yht&d monta alas kuin ylés). Siis n on valttdmétta parillinen.
Selvisti n # 2.

On vield naytettéva, ettd n # 6. Voidaan olettaa, ettd (0, 0) € S. Nyt on symmetriasyista
olennaisesti vain kaksi mahdollisuutta: a) (=1, 0) € S ja (1,0) € S tai b) (1,0) € S ja
(0, 1) € S. Tapauksessa a) on (0, 1) ¢ Sja (0, —1) ¢ S. Koska S:n pisteet (—1, 0), (0, 0) ja
(1, 0) kuuluvat johonkin suljettuun murtoviivaan, timén murtoviivan on kierrettéva joko
pisteen (0, 1) tai (0, —1) ympéari. Kummassakin tapauksessa murtoviivassa on ainakin
8 janaa. Tapauksessa b) (1,1) ¢ S (S:n tulisi koostua murtoviivasta, jossa on nelja
janaa ja murtoviivasta, jossa on kaksi janaa; viimemainittu on mahdoton)ja (=1, 0) ¢ S,
(0, —1) ¢ S. Pisteet (1, 0), (0, 0) ja (0, 1) sisdltdva murtoviiva joko kiertd pisteen (1, 1),
jolloin siiné on ainakin 8 janaa, tai kiertaa pisteet (—1, 0) ja (0, —1), jolloin siin& on ainakin
10 janaa. Siis n = 6 johtaa aina ristiriitaan.

94.3. Nelionmuotoinen paperinpala ABCD taitetaan taivuttamalla karki D sivun BC
pisteen D' péélle. Oletetaan, ettda AD siirtyy janan A'D’ péaalle, ja ettd A’D’ leikkaa
AB:n pisteessia E. Todista, etta kolmion EBD’ piiri on puolet nelion piirista.
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Ratkaisu. Taitos synnyttaa tasakylkisen puolisuun-
nikkaan ADD’A’. Symmetrian perusteella kirjen D
kohtisuora etaisyys sivusta A’D’ on sama kuin kérjen
D’ kohtisuora etéisyys sivusta AD eli sama kuin nelion
sivu a. Suora A’D’ on siten D(Ekeskisen a(Esiteisen
ympyran tangentti, samoin kuin suorat AB ja BC'. Jos
ympyréan ja A’ D’:n sivuamispiste on F', niin AE = EF
ja FD' = D'C. Siis

Cv

AB+BC = AE+EB+BD'+D'C = ED'+EB+BD’,

eli vaite.
94.4. Miirité kaikki positiiviset kokonaisluvut n < 200, joille n> + (n + 1)? on kokonais-
luvun nelio.

Ratkaisu. Etsitaan yhtalon
n’+(n+1)7%=(n+p)? p=2

kokonaislukuratkaisut. Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavan mukaan

n=p—1++2p(p—1)=2(p—1).

Koska n < 200, p < 100. Lisdksi luvun 2p(p — 1) on oltava kokonaisluvun nelié. Jos p
on pariton, luvuilla p ja 2(p — 1) ei voi olla yhteisia tekijoita. Silloin sekd p ettd 2(p — 1)
ovat nelidlukuja. Ainoat mahdollisuudet ovat p = 9, p = 25, p = 49 ja p = 81. Vastaavat
luvut 2(p — 1) ovat 16, 48, 96 ja 160. Naiistd vain 16 on nelié. Saadaan yksi ratkaisu
n=8++v2-9-8=20,20%+212 = 841 = 292. Jos p on parillinen, niin luvuilla 2p ja p—1
ei ole yhteisia tekijoité, joten molemmat ovat nelioitd. Luvun 2p mahdolliset arvot ovat 4,
16, 36, 64, 100, 144 ja 196. Vastaavat luvun p = 1 arvot ovat 1, 7, 31, 49, 71 ja 97. Saadaan
kaksi ratkaisua n =142 =3, 32442 =52 jan =49+ 70 = 119, 1192 4 120% = 1692.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


