Euklidisen tasogeometrian lauseiden todistushahmotelmia

Periaatteessa tunnetuksi oletettua tietoutta: kolmioiden kulmien perusominaisuudet, yhtenevyyden ja vh-
denmuotoisuuden kriteerit, tasakylkisten kolmioiden perusominaisuudet, suorakulmaisten kolmioiden perus-
ominaisuudet ja trigonometriset funktiot. - Kolmion ABC sivujen pituudet ovat BC' =a, CA =1b, AB = c,

kulmat ZCAB = «, ZABC = 3, ZBCA = .

1. Kulmat, joiden vastinkyljet ovat kohtisuorassa toisiaan vas-
taan, ovat yhtd suwuret: jos LABC ja LDEF ovat joko molem-
mat terdvid tai molemmat tylppid ja jos ABLDE ja BCLEF,
niin LZABC = /DEF.

(Terdvien kulmien tapaus.) Voidaan olettaa, ettd A on suo-
ralla EF, D suoralla AB ja F suoralla BC. Suorakulmaisista
kolmioista AED ja ABF saadaan ZABC = 90° — LBAF =
90° — (90° — ZDEF) = ZDEF. Tylppien kulmien tapaus pa-
lautuu tahan, koska kulmien teravit vieruskulmat toteuttavat
lauseen ehdot.

2. Ympyrdssd samaa jannettd vastaavat kehdkulmat (mukaan lu-
kien kulma, jonka toinen kylki on jinne ja toinen ympyrdn tan-
gentti) ovat yhtd suuret ja puolet vastaavasta keskuskulmasta.

Riittaa, kun todistetaan, ettd kehdkulma on puolet vastaavasta
keskuskulmasta. Jos AB on ympyran halkaisija, AC janne ja
O ympyran keskipiste, niin kolmio OCA on tasakylkinen, jo-
ten ZOAC = ZOCA. Toisaalta ZBOC = LOAC + LOCA =
2/0AC. Olkoon nyt AD toinen jinne, niin ettd AC ja AD ovat
samalla puolen AB:td ja ZBAD > ZBAC. Edellisen perusteella
ZC0OD = ZBOD — /BOC = 2/BAD — 2/BAC = 2/DAC.
Jos taas AE on jinne, joka on eri puolella AB:td kuin AC, on
LEOC = LEOB + /BOC =2/EAB+ /BAC = 2/EAC.

3. Kaksi yhdensuuntaista jinnettd erottaa ympyrdn kehdstd yhtd
suuret kaaret.

Olkoot yhdensuuntaiset jinteet AB ja C'D, sijaitkoot B ja C A:mn
ja D:n vilisilld kaarilla. Koska AB||CD, ZABC = ZBCD. Sa-
maa kehikulmaa vastaavina kaarina AC ja BD ovat yhtd suuret.

4. Jokaisen kolmion ympdri voidaan piirtdd ympyrd: sen kes-
kipiste on kolmion sivujen keskinormaalien leikkauspiste O; jo-
kaisen kolmion sisGdn voidaan prirtdd ympyrd: sen keskipiste on
kolmion kulmien puolittajien leikkauspiste 1. (Ympdri piirretyn
ympyrdn sade R, sisddn piirretyn r.)

Janan keskinormaalin jokainen piste on yhté etdalla janan paéte-
pisteistd; kahden sivun keskinormaalinen leikkauspiste O on nain
ollen yhta etaalld jokaisesta kolmion kéirjestd, ja kelpaa kolmion
ympari piirretyn ympyram keskipisteeksi. Jos kulman puolitta-
jan pisteestd P piirretddn kohtisuorat kulman kyljille, saadaan
yhtenevat suorakulmaiset kolmiot; piste on siis yhtd etd4lla mo-
lemmista kyljista ja P keskipisteend voidaan piirtda ympyréa, joka
sivuaa kulman kylkiad. Kolmion kahden kulmanpuolittajan leik-
kauspiste I on yhtd etddlld kaikista kolmesta sivusta, joten se
kelpaa kolmion sisaén piirretyn ympyran keskipisteeksi.
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sivusta, joten se kelpaa kolmion sisdén piirretyn ympyréan keskip-
isteeksi.

5. Puolisuunnikkaan ABCD ei-yhdensuuntaisten sivwen BC' ja
AD keskipisteet yhdistavalld jonalla EF on seuraavat ominaisu-
udet:
(a) EF || AB;
(4) |EF| = 5(14B| +|CD);
(¢) EF puolittaa jokaisen janan, jonka toinen pddtepiste on
AB:lld ja toinen CD:lld.
Koska kolmio ABC on puolisuunnikkaan ABCD surkastuma,

ominaisuudet (a), (b) ja (c) koskevat myds kolmion sivujen
keskipisteiden yhdysjanaa.

(a) Voimme olettaa, ettd |CD| < |AB], silloin AD ja BC leikkaa-
vat pisteessd G. Merkitddn AD = 2z, DG = z, GC = t,
CB = 2y. Kolmioiden ABG ja DCG yhdenmuotoisuudesta
(samat kulmat) seuraa, ettd

z2+2r t+2

)

2 t

jostazt =yz, zt + 2t =yz +tz ja

Mutta viimeinen verranto kertoo, ettd kolmiot FEG ja DCG ovat
yhdenmuotoiset (sks). Siis EF || DC || AB.

(b) D:n kautta piirretty C B:n suuntainen suora leikkaa F E:n pis-
teessd H ja AB:n pisteessd I. (a):n perusteella HECD ja IBCD
ovat suunnikkaita, joten HE = IB = CD. Yhdenmuotoisista
kolmioista AID ja FHD saadaan

_ Al _AB-DC
~ FH EF-DC’

josta (b)-kohdan kaava seuraa.

(c) Seuraa (a):sta: oletuksen mukainen jana XY voidaan siirtdd
niin, ettd AXY D on puolisuunnikas; X Y:n keskipisteen Z ja pis-
teen F' kautta kulkeva suora on AX:n suuntainen ja kulkee F:n
kautta. Sen on nain ollen yhdyttava suoraan EF.

6. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusaa vastaan piirretty keski-
jana on puolet hypotenuusasta,; jos kolmiossa jokin keskijana on
puolet vastaisesta sivusta, niin kolmio on suorakulmainen.

Suorakulmaisen kolmion ABC hypotenuusa AB on sen ym-
pari piirretyn ympyrdan halkaisija. Ympyrdn keskipiste O on
siis halkaisijan keskipiste. Ympyridn siteend keskijana OC on
= AO = OB. Jos kaantien kolmiossa ABC keskijana CC’ on
puolet sivusta AB, on C’ yhta etaalla kaikista kolmion karjista ja
siis kolmion ympéri piirretyn ympyran keskipiste. AB on tdman
ympari piirretyn ympyran halkaisija, joten ZACB = 90°.




7. Jos kolmio ABC on suorakulmainen, niin
a?+ 0% =% (1)

Jos kolmion sivuille on wvoimassa (1), niin kolmio on suorakul-
mainen. (Pythagoras.)

Hypotenuusaa AB vastaan piirretty korkeusjana C'D synnyttad
suorakulmaiset kolmiot CAD ja BCD, jotka molemmat ovat yh-
denmuotoisia kolmion ABC' kanssa. Verrantoja

AD b BD a
S22 e 22
b c a c
kdyttien saadaan ¢* = ¢(BD + AD) = a? + b%. Olkoon toisaalta
(1) voimassa. Piirretdén pisteestd A kohtisuora AC’ suoralle BC.
Olkoon BC' = d/, AC" =¥ ja CC’ = z. Kolmio CAC’ on suo-
rakulmainen, joten b? = b? + z2. Kolmio ABC’ on suorakul-
mainen, joten ¢ = a2 4+ b2, Saadaan a? + z? = a/2. Mutta
a’ = atz joten a? = a? + 22 + 2az. Siisazr =0,z =0 ja
C = C’. ABC on suorakulmainen.

8.
sina  sinf  siny 1

a b c 2R

(laajennettu sinilause.)

Piirretddn kolmion ympéari ympyrda. Jos BD on sen halkaisija,
niin /BDC = /BAC = « tai ZBDC = 180° — LBAC =
180° — «.  Suorakulmaisesta kolmiosta DBC saadaan a =
2Rsin(BDC) = 2Rsin. Symmetrian perusteella myds b =
2Rsin§ ja ¢ = 2Rsin~y.

9.

c? = a% 4+ b — 2abcos.

Selvisti a = bcosvy + ccos 8 eli ¢?cos?f = (a — bcos7y)? =
a® 4 b% cos® v — 2abcos~. Sinilauseen nojalla ¢?sin? 8 = b?sin? y.
Kun yhtélét lasketaan puolittain yhteen, saadaan ¢? = ¢? cos? 3+
c?sin? 8 = a®+b?(cos? y+sin? y) — 2abcosy = a? +b% —2abcosy.

10. Kolmion ABC kulman A puolittaja AD jakaa sivun BC' sivun
stvujen AB ja AC suhteessa:

BD _ AB
DC — AC’

Kolmiosta BDA ja DC A saadaan

L« e
pp_ Sy opc sy
AB  sin(£ABD) AC  sin(ZADC)’
Koska £BDA =180°— ZADC, kulmien BDA ja ADC sinit ovat
BD AB

samat. Siis B = A




abe
11. Kolmion ABC al —.
olmion ala on iR

1 1
Kaytetadn sinilausetta; ala on §ab siny = §ab%.
12. Jos X on kolmion ABC sivun BC piste, BX =m, XC =n
ja AX =p, niin

a(p? + mn) = b?m + c*n.

(Stewartin lause).”

Jos ZBXA = §, niin ¢ = m? + p? — 2mpcosd ja b2 = n? +
p? + 2npcosé. Kun cosd eliminoidaan ja otetaan huomioon, etti
m +n = a, saadaan viite.

13. Ympyrdn ulkopuolisesta pisteesta ympyrdlle piirretyissa tan-
genteissa yhteisen pisteen ja sivuamispisteiden yhdysjanat ovat
yhtd pitkdt ja tangenttien ja pisteen ympyran keskipisteeseen yh-
distdvdn suoran vdliset kulmat yhtd suuret.

Jos ympyrin ulkopuolinen piste on A4, sivuamispisteet B ja C seki
ympyran keskipiste O, niin AOB ja AOC ovat yhtenevit suo-
rakulmaiset kolmiot (ssk), joten AB = AC ja ZBAO = ZC AO.

14. Nelikulmion ympari voidaan piirtdd ympyrd silloin ja vain
silloin, kun nelikulmion wvastakkaisten kulmien summa on 180°
(o + 8 = 180°). Nelikulmion sisiin voidaan puirtdd ympyrd
silloin ja vain silloin, kun sen wvastakkaisten sivujen pituuksien
summa on sama (a+c="b+d).

Jos nelikulmion ABCD ympari on piirretty ympyra, niin kul-
mia /ABC ja /CDA vastavien kaarien summa 360°. Tal-
16in ZABC 4+ ZCDA = 180°. Olkoon ABCD nelikulmio, jolle
LABC + ZCDA = 180°. Piirretadn kolmion ABC ympari
ympyrd. Oletetaan, ettd D on ympyrin sisidpiste. Leikatkoon
CD ympyréan pisteessa E. Silloin ZABC + ZCEA = 180°. Nyt
kuitenkin kolmion AE D kulmien ja vieruskulmien suuruussuhtei-
den perusteella ZAEC < ZADC, miki on ristiriita. Vastaavalla
tavalla myos oletuksesta, ettd D olisi ympyran ulkopuolella, seu-
raa ristiriita.

Olkoon sitten nelikulmion ABCD sisddn piirretty ympyra ja
olkoot sivuamispisteet X, Y, Z ja T. Silloin (edellisessid nu-
merossa esitetyn tangenttien ominaisuuden perusteelia) AB +
CD=AX+XY+CZ+ZD = AT+BY+YC+DT = BC+AD.
Olkoon toisaalta ABC D nelikulmio, jolle AB+CD = BC + DA.
Piirretdan ympyra V, joka sivuaa AB:ta, BC:td ja CD:ta. Olete-
taan, ettd AD leikkaa tdmin ympyrén. Piirretddn E'F||AD niin,
ettd AD sivuaa ympyrdd. Silloin EB + CF = EFA+ AB +
CD + DF = BC + FE. Kun oletus otetaan huomioon, saadaan
EF = EA+ AD + DF, joka on mahdollista vain, jos 4, E, D
ja F ovat samalla suoralla. Vastaavanlainen paittely kdy myos
tapaukseen, jossa AD ei kosketa ympyrad ).

15. Jos X, Y ja Z ovat kolmion ABC sivujen BC, CA ja AB
pisteitd, niin AX, BY ja CZ leikkaavat samassa pisteessd jos ja
vain j0s

BXCY AZ

el 1
XCYAZB )




(Cevan lause.)

Merkitdan kolmion K'LM alaa |KLM]|. Oletetaan, ettd AX, BY
ja CZ kulkevat pisteen P kautta. Silloin

BX _ |BXP| _ |BXA| _ |BPA
XC |XCP| |XCA| |CPA

o . .. a .. a—c
(vilmeinen yht&lo perustuu siihen, ettd jos i niin i

a . . ..
5). Samoin todistetaan, etta

CY |CPB| . AZ _|APC]

YA~ |aBP| ** ZB |BPC|

Kun saadut kolme lauseketta kerrotaan, saadaan tulokseksi 1.
Olkoon kéédntden ABC kolmio ja AX, BY , CZ janoja, joille (1)
pétee. Olkoon P AX:n ja BY:n leikkauspiste. Leikatkoon suora
CP janan AB pisteessd Z’. Silloin

BXCY AZ'
XCYAZB
Téastd seuraa
AZ AZ'
ZB ~ Z'B
ja edelleen Z = 7/

16. Kolmion keskijanoilla, kulmanpuolittajilla, korkeusjanoilla
Jja kolmion kdrjet kolmion sisadn péirretyn ympyrdn ja kolmion
sivuamispisteisiin yhdistduvilld janoilla kullakin on yhteinen piste.
(Pisteet ovat kolmion painopiste, sisddn piirretyn ympyrdin
keskipiste, ortokeskus ja Gergonnen piste.)

BXCY AZ

Jos AX,BY jaCZ jjanoja, niln ————===1:1-1=
0s , ja CZ ovat keskijanoja, niin XCYVAZB

1. Jos vastaavat janat ovat kolmion kulmanpuolittajia, niin

BX CY AZ ABBC CA .
= = 1. Jos janat ovat korkeus-

XCYAZB AC BACB

o ; BX CY AZ ccos 3 acosy beosa L Jos X
a, min ——w=——+—>— = -~ = 1. JOE s

janols, XCYAZB bcosy ccosa acos 3 ’

Y ja Z ovat kolmion sisdan piirretyn ympyran ja kolmion sivujen

sivuamispisteet, niin BX = BZ, CX = CY ja AY = AX. Cevan

kaava toteutuu nytkin.

17. Kolmion keskijanat jakavat kolmion kuuteen yhtd suureen
kolmioon.

Kohdan 16 merkinnéin ja saman kohdan todistuksen perusteella
IBXP|=|XCP|,|AZP| = |ZBP|ja |BCP| = |APB]|. Siis myos
|[BXP| = |BPZ|. Samoin todetaan, ettd myos kolmiot APY ja
PCY ovat yhtd suuret kuin nelji muuta kolmiota.

18. Kolmion painopiste jakaa keskijanat suhteessa 1 : 2.

' XP |BXP| 1
Edellisen k PA" T2
dellisen kohdan perusteella PA  |BPA| 2
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19. Suorakulmaisessa kolmiossa (¢ hypotenuusa) on r = p — c.
Koska ympyran tangenttien leikkauspisteen etaisyys molemmista
sivuamispisteistd on sama, on ¢ = a—r+b—relir = §(a+ b—c) =

p—c

20. Kolmion ABC kulmien A ja B wvieruskulmien puolittajat
ja kulman C puolittaja leikkaaval toisensa samassa pisteessa.
(Sivuympyran keskipiste I.; ympyrdn side on r..)

Piste, joka on kulman A vieruskulman puolittajalla, on yhtd
etailla suorista AC ja AB, piste, joka on kulman B vieruskulman
puolittajalla, on yhta etdalla suorista AB ja BC. Molempien kul-
manpuolittajien leikkauspiste on kulman C aukeamassa ja yhtd
etddlld suorista AC ja BC ja siis kulman C puolittajalla.

21. ABC on kolmion I, I, I, ortokolmio. [Kolmion ortokolmio on
kolmio, jonka kdirjet ovat ABC:m korkeusjanojen kantapisteet.]

Riittaa, kun osoitetaan, ettd I,A1Al,. Mutta koska AI, on
kulman CAB puolittaja ja AIg on kulman BAC vieruskulman

1
puolittaja, on ZI, AL, = 5 180° = 90°.

22. Kolmion ala on = pr = (p— a)ra = (p—b)ry = (p — ¢)re.

1
|[ABC| = |ABI| + |BCI| + |[CAI| = i(rc +ra + rb) = rp.
Vastaavasti esimerkiksi |ABC| = |ABIg| + |CBIg| — |ACIp| =
1
5(7‘bc +1rpa — b)) = rp(p — b).

23. Jos hy, hy ja he ovat kolmion korkeusjanat, nin

1 1 1 1 1 1 1

ha hb hc Ta Tb Tc

Merkitadn kolmion alaa S:lla. Silloin 25 = ah, = bhy = che.

1 1 b
Edellisen lauseen mukaan - = % = %(a—i-b—i-c) = ah. + by +
¢ 1 n 1 1 Vasi st 1 1 n 1 1 ( )
Y 4 T L2 Vastaavasti — 4+ — 4 — = ~((p—a
e = h + " astaava, - + m Sl +

(-5 + (P )= gBp—(a+b+e)=cBp-2) =L =1

24. Kolmion ala on

S=Vplp—a)p—blp—c), w=a+b+c,

(Heronin kaava).

Muotoillaan Heronin kaavan oikean puolen neliotd (kerrottuna
luvulla 16 = 2%) ja kiytetdin lopuksi kosinilausetta: 16p(p —
a)ip-bllp—c)=(a+b+c)(~a+b+c)a—b+c)at+tb—c)=
(—a?+ (b+c)))(a® — (b—e)?) = (2bc— (a® — (b2 +¢?))(2bc+ (a? —
(b + c?)) = 4b?c? — (a® — (b® + ¢*))? = 4b%c? — (2bccos@)? =
4b?c? sin? @ = 1652,
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25. Suunnikkaan sivujen a ja b nelididen summa on sama kuin
sen lavistaien di ja do neligiden summa: di? + do? = 2a% + 2b?
(suunnikaslause).

Jos suunnikas on ABCD ja AB = a, BC = b, AC = dj, niin
kosinilauseesta di + d2 = a? + b2 —~ 2abcos(LABC) + a? + b? —
2abcos(£/ DAB) = 2(a® + b?), silla ZABC + /DAB = 180°.

26. Sdaannollisen viisikulmion ABCDE lavistdjit AD ja BE leik-
kaavat pisteessé F'. Osoita, ettd

DF _ AF
AD ~ DF’

Kehakulmalauseesta ja viisikulmion sdannollisyydestd seuraa,

ettd kolmiot AFE ja DEA ovat tasakylkisid ja yhdenmuotoi-

AF
sia. Sils — = D—E Kehikulmalauseesta seuraa edelleen, etta

/DEB = 2/BEA. Toisaalta /DFE = /FAE + /FFEA =
2/BFEA. Kolmio DEF on siis myods tasakylkinen, joten DE =
DF. Viite seuraa.

27. Kolmion ABC korkeusjanojen kantapisteet kdrkindg piirretyn
kolmion sisddn piirretyn ympyran keskipiste on kolmion ABC
ortokeskus.

Olkoot AD, BE ja CF kolmion korkeusjanat. Viite tulee todiste-
tuksi, jos osoitetaan, ettd naméa korkeusjanat ovat kolmion DEF
kulmanpuolittajia. Olkoon H ortokeskus. Koska HF B ja HDB
ovat suoria kulmia, nelikulmion HFBD ympiri voidaan piirtda
ympyra. Samoin nelikulmion H DCE ympéri voidaan piirtaa ym-
pyrd. Kehdkulmalauseen nojalla /ZHDF = /FBH ja samoin
ZHDE = Z/HCE. Mutta Z/ZFBH = /FCA, mista viite seuraa.

28. Kolmion painopiste, kolmion ympdri piirretyn ympyran kes-
kipiste ja kolmion korkeusjanojen leikkauspiste ovat samalla suo-
ralla (Eulerin suora).

Olkoot R, S ja T kolmion ABC sivujen keskipisteet, H ABC'n
ortokeskus ja O sen ympéri piirretyn ympyran keskipiste seka
M ABC:n keskijanojen leikkauspiste. Silloin RO L ST, SO LRT,
joten O on RST:n (joka on yhdenmuotoinen ABC:n kanssa)
ortokeskus. Lisdksi AR ja ST ovat. suunnikkaan AT RS lavis-
tajat, joten ne puolittavat toisensa. Tastd seuraa, ettd M on
myos kolmion RST keskijanojen leikkauspiste. Yhdenmuotoi-
suudesta seuraa, ettd molemmissa kolmioissa kérjen, ortokeskuk-
sen ja painopisteen muodostamat kolmiot ovat yhdenmuotoiset.
Siis Z/OMR = ZHMA. Mutta tama merkitsee, ettd O, M ja
H ovat samalla suoralla (ja yhdenmuotoisuussuhteen perusteella
HM =20M).

29. Kolmion korkeusjanojen kantapisteet, kolmion sivujen keski-
pisteet ja korkeusjanojen letkkauspisteen ja kolmion kdrkien valis-
ten janojen keskipisteet ovat samalla ympyrdlld (yhdeksdn pisteen

ympyrd).
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Kaytetaan edellisen tehtdvan merkintoja, ja merkitadn viela
janojen AH, BH ja CH keskipisteitd K:lla, L:lld ja N:l& ja
A:sta, Bisti ja Cista piirrettyjen korkeusjanojen kantapisteitd
D&, Bl ja Frlld. Kolmiosta AHC saadaan K N|AC||RT ja
kolmioista ABH, BCH TK||BH, RN||BH. Koska BH | AC,
on RNKT suorakaide. Sen ympéri piirretyn ympyrdn ) halka-
isijoita ovat RK ja TN; koska kulmat RDK ja NFT ovat suo-
ria, niin D ja F ovat Y:lld. Samoin todetaan, ettd SKLR on
suorakaide ja ettd F on tdman suorakaiteen ympari piirretylla
ympyralld }’'. Koska ympyroilla Y ja V' on yhteinen halkaisija
RK, ne ovat samat.

30. Olkoot pisteen P etdisyydet kolmion ABC kdrjistd x, y ja
z. Todista, ettd jos pisteen P kohtisuorat projektiot suorilla BC,
CA ja AB ovat A', B' ja C’, niin kolmion A B'C’ sivut ovat
,  ax , by G
a = —— = jpagrang = —.
2R’ 2R 2R

Koska kulmat AC'P ja PB’A ovat suoria, AC’PB’ on jannene-
likulmio ja AP = z tdmén nelikulmion ympéri piirretyn ympyrin
!

= z. Toisaalta

halkaisija. Laajennetun sinilauseen mukaan —
a sina
laajennetun sinilauseen mukaan — = 2R. Ensimmainen todis-
sinao
tettavista yhtaloistad saadaan tasta, muut kaksi samoin.

31. Olkoon P kolmion ABC ympdri piirretyn ympyrdn piste.
Todista: jos A’, B’ ja C' ovat kuten edellisessd tehtqudssd, niin
A', B’ ja C' ovat samalla suoralla (Simsonin suora).

Qletetaan, ettd P on kaarella AC. Silloin ZAPC = 180° — /B.
Myos LA'PC' = 180° — /B. Tasta seuraa, ettda ZA'PC =
/C'PA. Toisaalta nelikulmioiden AB'PC’ ja PB'A’C ym-
pari piirrettyjen ympyroiden samaa kaarta vastaavina kulmina
ZAB'C" = LAPC' ja LAB'C = £A'PC. Siis ZAB'C' =
ZA'B'C,ja C', B' ja A’ ovat samalla suoralla. Piattely voidaan
kaantdd: jos ZAB'C' = £ A’B’C, niin (kehikulmapaattelyn pe-
rusteella) ZAPC = ZC'PA = 180° — /B, joten P on ABC'n
ympari piirretylla ympyralla.

32. Todista: jos ABCD on jannenelikulmio, niin
AB-CD+ BC-AD = AC-BD.

Jos D e ole kolmion ABC ympari piirretylla ympyrdlld, niin
AB-CD+ BC-AD > AC - BD.

Edellisen numeron mukaan (korvataan P D:11a) kolmio A’B’C’ on
surkastunut, jos D on kolmion ABC ympdéri piirretylld ympyralla.
Numeron 30 merkinnéin on @’ + ¢ = ¥ eli ax + cz = by eli
BC-AD + AB-CD = AC - BD. Jos D ei ole ABC:n ympéri
piirretylla ympyralla, A’B’C’ on aito kolmio, ja o’ + b > b’ eli
BC-AD+ AB-CD > AC -BD.

S
E
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33. Jos pisteen P kautta piirretyt kaksi suoraa leikkaavat ympy-
ran C pisteissd A, A’ ja B, B’, niin

PA-PA = PB-PB'. (2)

Jos pisteessi P leikkaavilla kahdella suoralla olevat pisteet A, A’
ja B, B’ toteuttavat yhtdlén (2), pisteiden kautta voidaan piirtdd
ympyra.

Koska ZBA'P ='/AB'P (kehakulmat) ja ZAPB' = ZA'PB
(samat tai ristikulmat sen mukaan, onko P ympyrin ulko- vai
sisipuolella), niin kolmiot A’BP ja B’ AP ovat yhdenmuotoiset.
Siis PE - PR ja viite seuraa. Jalkimmadisen viitteen todista-
miseksi piirretdin ympyra pisteiden A, A’ ja B kautta. se leikkaa
suoran BB’ pisteessa B”, ja PA-PA’ = PB-PB”. Tista seuraa,
ettd PB’ = PB" ja B” = B’, joten B’ on samalla ympyralla kuin
A, A ja B.

34. Jos d on kolmion ABC sisddn ja ympari pisrrettyjen ympy-
réiden keskipisteiden I ja O etdisyys, niin d®> = R(R — 2r).

Pisteen I potenssi kclmion ABC ympdri piirretyn ympyran C
suhteen on (R — d)(R + d) = R% — d°. Leikatkoon A ympyrin C
pisteessi L ja LO ympyrin C pisteessia M. Nyt R —d? = AI-IL.
Koska I on ABC:n kulmanpuolittajien leikkauspiste, on ZABI =
ZIBC ja LCBL = ZCAL = ZIAB. Kolmion ABI kulman
vieruskulmana /BIL = /IAB + /IBA = ZIBL. Siis kolmio
LIB on tasakylkinen ja IL = BL. Siis R2—d? = LB-IA. Olkoon
vield Y pisteen I kohtisuora projektio suoralla AB; silloin IY =

r. Suorakulmaisista kolmioista MBL ja AY I saadaan BL =

Iy
i ML - T _ _
MLsin(ZBML), IA = ————<. Mutta ZBML = /BAL

ZIAY , joten R2 — d%> = ML - IY = 2Rr, ja viite seuraa.

35. Nelikulmion sivujen keskipisteet ovat suunnikkaan kdrjet.
Jos nelikulmio on kupera, suunnikkaan ala on puolet nelikulmion
alasta (Varignonin lause).

Olkoon ABCD (kupera tal ei) nelikulmio ja K, L, M ja N sen
sivujen keskipisteet (alkaen sivusta AB). Silloin KLJAC|MN
ja LM||BD|[ KN . Nelikulmio, jonka vastakkaiset sivut ovat yh-
densuuntaiset, on suunnikas. Kolmioiden K BL ja M DN ala

1
ovat 1 kolmioiden ABC' ja CDA aloista eli % koko nelikulmion

1
ABCD alasta, samoin kolmioiden LCM ja NAK ala on 70
likulmion ABCD alasta; suunnikkaan A LM N ala on niin ollen

1 1
<1 - 2. Z) = 2 nelikulmion ABC' D alasta.

36. Nelikulmion sivujen keskipisteiden yhdistysjanat ja nelikul-
maon lavistdjien keskipisteiden yhdistysjana leikkaavat toisensa
samassa pisteessd ja jakavat toisensa yhtd suuriin osiin.

Olkoot sivujen AB, BC jne. keskipisteet edelleen K, L, M ja
N ja olkoot P ja @ AC:n ja BD:m keskipisteet. Edellisen nu-
meron perusteella PMQK on suunnikas (nelikulmio ACDB) ja
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PLQN on suunnikas (nelikulmio ACBD). Jana PQ on molem-
pien suunnikkaiden yhteinen lavistdja. Koska suunnikkaan la-
vistdjat puolittavat toisensa, LN:n ja K M:n keskipisteet ovat
molemmat PQ:n keskipisteitd; kaikki kolme tehtavissé lueteltua
janaa kulkevat saman pisteen kautta ja puolittavat toisensa.

37. Mitkd hyvinsd neljd eripituista janaa, joista mikdan ei ole
pitempi kuin kolmen muun summa, voivat muodostaa kolme eri
jannenelikulmiota, joilla on kaikilla sama ala.

Olkoot janojen pituudet a, b, ¢ ja d; muodostetaan niistd mieli-
valtainen nelikulmio. On mahdollista lisita tai vihentdad kahden
vastakkaisen kulma summaa, kunnes se on 180°. Télldin neli-
kulmio on syklinen. Leikataan nelikulmio pitkin yhta lavistajia,
kadnnetddn toinen syntyneistd kolmioista ympaéri ja liitetdan pa-
lat yhteen. Saadaan uusi jinnenelikulmio, jolla on sama ala kuin
alkuperiiselld. Sama voidaan toistaa leikkaamalla nelikulmio pit-
kin toista lavistajadnsé. Jos ensimmaisen nelikulmion lavistdjat
ovat [ ja n, toisen ! ja m, niin kolmannen ovat m ja n. [Ne-
likulmiot voidaan konstruoida harpilla ja viivoittimella, jos rat-
kaistaan Ptolemaioksen lauseesta johtuvat yhtilot mn = be + ad,
nl=ca+ bd jalm = ab+ cd]

38. Jos a, b, ¢ ja d ovat jannenelikulmion sivut ja 2s = a+ b+
¢+ d, niin jinnenelikulmion ala on /(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d)
{ Brahmaguptan keava).

Olkoot A ja B kaksi jannenelikulmion vastakkaista kérkei, kul-
mat niissd kadrjissd o ja 3 = 180° — «; A:sta ldhtevien sivujen
pituus a ja b ja [ nelikulmion kahta muuta kdrked yhdistavi la-
vistdjd. Jos K on nelikulmion ala, niin 2K = absina+ cdsin § =
(ab + cd)sin . Kosinilauseen nojalla [2 = a? + b2 — 2abcosa =
24+ d? —2cdcos 3 = c? + d? + 2cd cos . Tésta seuraa a? + b2 —
c?2—d? = 2(ab+cd) cos o ja edelleen (a?+b2—c? —d?)2 + 16 K2 =
4(ab + cd)?(cos? o + sin? o) = (2ab + 2¢d)?. Kayttamalla toistu-
vasti kaavaa 22 — 3% = (z + y)(z — y) saadaan 16K? = (2ab +
2cd)? — (a® + b2 — % - d?)? = (a® + 2ab+ b% — (c® - 2cd + dz))(
2cd+d? —(a?—2ab+b?)) = ((a+b)?—(c—d)?)((c+d)?—(a—b)?) =
(a+b+tc—-dia+b—c+d)la—-bt+c+d)(—a+b+c+d) =
(25— 2d)(25—2¢)(25 - 2b)(25 — 2a) = 16(s—a)(s—b)(s ~c)(s —d),
mistéd viite seuraakin.

39. Jos kolmion ABC sivut kantoina piirretdan kolmion ulko-
puolelle tasasivuiset kolmiot APB, BQC jo CRA, niin ndiden
keskipisteet ovat tasasivuisen kolmion kdrjet (Napoleonin lause).

Olkoon D kolmioiden BQC' ja C RA ympéri piirrettyjen ympyroi-
den leikkauspiste. Silloin /BDC = ZCDA = 180° — 60° = 120°.
Mutta niin ollen myoés ZFADB = 360° — 2 -120° = 120°. Siis
APBD on jannenelikulmio eli D on kolmion APB ympéri piirre-
tyllda ympyrélld. Olkoot Oa, Op ja O¢ kolmioiden APB, BQC
ja CRA ympéri piirrettyjen ympyroiden keskipisteet. Koska
040pg on DC:n keskinormaali ja O 4O¢ on BD:n keskinormaali,
/BDC + Z0c04,05 = 180°. Siis Z0c040p = 60°. Samoin
osoitetaan, ettd kolmion O ,0Op0¢ muut kulmat ovat = 60°, jo-
ten O 40g0¢ on tasasivuinen.

/
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40. Kolmion ABC sivuilla tai niiden jatkeilla olevat pisteet X,
Y ja Z ovat samalla suoralla jos ja vain jos

BX CY AZ .

(Menelaoksen lause).

[Témd ja Cevan lauseen (numero 16) ndenniisesti sama yhtilo
on ymmarrettava ,niin, ettd suoralla olevien janojen pituuksien
suhde on positiivinen, jos janat ovat samansuuntaisten vektorien
edustajia, ja negatiivinen, jos janat ovat vastakkaissuuntaisten
vektorien edustajia. Talléin Cevan lauseen ehdossa 1 olisi kor-
vattava —1:114.] Oletamme, ettd X, Y ja Z ovat samalla suo-
ralla £. Tama suora joko leikkaa kaksi kolmion sivua tai ei yh-
taan. Olkoot ha, hg, he pisteiden A, B ja C etaisyydet suo-
rasta /. Yhdenmuotoisista suorakulmaisista kolmioista saadaan

_hg CY  he AZ hy y e i
ox = E‘-‘ v - H7 57 - E;' Viitteen ”vain jos” -puoli
saadaan kertomalla edelliset kolme yhtdlod keskendan. Jos kaan-
tden X, Y ja Z toteuttavat lauseen yhtalon, niin tarkastellaan
suoria AB ja XY'; niiden leikkauspiste on Z’ ja jo todistetun mu-
Ka BX CY AZ Az AZ

BA LY AL pas . AL AL
an X AV BZ 1. Tasta seuraa, etta 57 A ja
edelleen Z' = Z.

41. Olkoot A, C ja E kolme pistettd suoralla ja B, D, F kolme
pistettd toisella suoralla. Oletetaan, ettac AB leikkaa DE:n pis-
teessd L, CD leikkaa F A:n pisteessa M ja EF' leikkaa BC :n pis-
teessé N. Silloin L, M ja N ovat samalla suoralla (Pappuksen
lause ).

Oletetaan, ettd mitkaan kaksi suorista AB, CD, EF eivit
ole yhdensuuntaisia. [Taméi ei ole olennainen rajoitus.] Ol
koot U, V ja W suorien CD ja EF, EF ja AB seki AB ja
CD leikkauspisteet. Nyt LDE, AMF, BCN, ACE, ja BDF

ovat suoria, joihin voi soveltaa Menelaoksen lausetta kolmion

. VLWDUE VAWMUF

UVW suhteen. Lausekkeiden WIUDVE WAUMVE
VBWCUN VAWCUE ., VBWDUF .

—— ———— arvo on kunkin

WBUC VN’ WAUCVE ™ WBUDVF _
1, joten kolmen ensimmaisen tulo jaettuna kahden viimeisen tu-

VLWMUN
= . i = j j t ll
lolla on = 1. Siis WL UM VN 1,ja L, M ja N ovat samalla

suoralla.

42. Oletetaan, ettd kolmiot PQR ja P'Q'R’ sijaitsevat niin, ettd
suorat PP', Q@' ja RR' leikkaavat samassa pisteessd O ja ettd
suorat PR ja P'R' leikkaavat pisteessi E, suorat PQ ja P'Q)
leikkaavat pisteessi F ja suorat QR ja Q' R’ leikkaavat pisteessd
D. Silloin E, F ja D ovat samalla suoralla (Desarquesin lause).

Sovelletaan Menelaoksen lausetta kolmioon OQR ja suoraan

DR'Q’, kolmioon ORP ja suoraan EP'R’ sekd kolmioon OPQ
QD RR OQ' RE PP OR

RD OR' QQ'' PE OP' RR

arvo on 1, samoin niiden tulon, joka supista-

ja suoraan FQ'P’. Lausekkeiden

PEQQ OP
1 QroqQ rp

F
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QD RE PF
RD PEQF’
kolmioon PQR kertoo, ettd D, E ja F ovat samalla suoralla.

misten jalkeen on Menelaoksen lause sovellettuna

43. Jos kuusikulmion kdrjet ovat ympyrdlld ja jokaiset kolme vas-
takkaisten sivujen muodostamaa suoraparia letkkaavat, niin leik-
kauspisteet ovat samalla suoralla (Pascal).

Tarkastellaan tilannetta kuvion mukaisessa tapauksessa. Olkoot
L suorien AB ja DE, M suorien CD ja F A sekd N suorien BC
ja EF leikkauspisteet. Oletetaan viela, ettd suorat AB, CD ja
EF muodostavat kolmion UVW (vrt. Pappuksen lauseen to-
distukseen). Sovelletaan Menelaoksen lausetta tdhin kolmioon
VLWDUE

. . . ' VLWDULE _

ja suoriin LDE, AMF ja BCN. Saadaan WLUDVE .
VAWMUF . VBWCUN -
————— =1 ja —=—=—- = 1. Kerrotaan yhtalot

WAUMVF 2 WBUCVN _
keskenadn ja otetaan huomioon yhtalot (pisteen potenssi ympy-

rén suhteen!) UE-UF = UC-UD, VA-VB = VE - VF,

e e VL WMUN
WC - WD =WA-WB. Tulosta Jaa Jaljelle m—m"‘/—N =1,
joten L, M ja N ovat samalla suoralla.




