Esimerkkeja kilpailumatematiikan lajeista ja periaatteita

Tassa kokoelmassa esitetaan naytteita tyypillisista kilpailumatematiikan tehtavista. Ma-
tematiikkakilpailujen matematiikka jaetaan tavallisesti neljaan padalueeseen, jotka ovat
algebra, geometria, lukuteoria, kombinatoriikka. Seuraavassa on jokaisesta alueesta viisi
esimerkkia. Tehtavien vaikeustaso liikkuu helpon ja keskitasoisen alueilla. Tehtaville esi-
tetaan myos ratkaisuehdotuksia. Niin kuin aina, kannattaa miettia itse viela toisen ja
kolmannen kerran, ennen kuin alkaa tutkia ratkaisuosastoa. Saattaa vaikkapa keksid pa-
rempia ratkaisuja kuin tassa esitetyt! Jos kilpailumatematiikka on sinulle uutta, kannatta-
nee ratkaisuja talla kertaa katsoa, koska niissa on yritetty hiukan laajemmin esitella joitain
kilpailutehtavien ratkaisemisessa huomioon otettavia asioita.

Tehtavat
. . 3, 1 N 4, 1
1. (A) Jos reaaliluvulle z on voimassa z° + — = 18, niin mitd on 2* + —7
x x

2. (A) Osoita, ettd jos abc =1 ja

1 1 1
a+bte==+-+-,
a b ¢

niin ainakin yksi luvuista a, b ja c on 1.

3. (A) Geometrisen jonon neljan peridkkéisen jasenen summa on 13. Lukujen nelitiden
summa on 1261. Maarita luvut.

4. (A) Olkoon a positiivinen luku ja olkoon f: R — R funktio, jolle pétee

fla+a) =3 + V@)~ TP

Osoita, ettd f on jaksollinen funktio. [Funktio f on jaksollinen, jos on olemassa b siten,
ettd f(z +b) = f(z) kaikilla z.]

5. (A) Osoita, etté kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n on

ViFl— Vi< —— <Va—va-1

\/_

Osoita viela, ettd luvun
+ ! + ! +---+ . + !
V2 V3 m2—1 Vm?2

kokonaisosa on 2m — 2 tai 2m — 1.




6. (G) Olkoon S jokin tason pistejoukko. Sanomme, ettd S ndkyy pisteestd A € S, jos
jana AX on kokonaan joukossa S kaikilla X € S. Osoita, ettd jos S ndkyy pisteistda A ja
B, niin se nakyy kaikista janan AB pisteista.

7. (G) Kolmion sivujen pituudet ovat 10, 17 ja 21. Maé&rita kolmion lyhimmén korkeusja-
nan pituus.

8. (G) Suorakulmaisen kolmion ABC' hypotenuusa on AB. Pisteet M ja N ovat kolmion
sivuille BC' ja AC niin, ettd AM ja BN ovat kolmion kulmanpuolittajia. Kolmion kor-
keusjana C'C’ leikkaa janat AM ja BN pisteissd P ja Q). Osoita, ettd QN:m ja PM:n
keskipisteiden kautta kulkeva suora on AB:n suuntainen.

9. (G) Kolmion ABC' sivun BC keskipiste on M ja ZMAC = 15°. Maéaritd kulman
ZABC suurin mahdollinen arvo.

10. (G) Ympyrén kehé jaetaan mielivaltaisella tavalla neljiksi kaareksi. Kaarien keskipis-
teet yhdistetddn janoilla. Osoita, ettd kaksi naistd janoista on toisiaan vastaan kohtisuo-
rassa.

11. (L) Kuinka monella tavalla luku 2016 voidaan kirjoittaa kahden neli6luvun erotuksena?
12. (L) Todista, ettd neljain perdkkaisen positiivisen kokonaisluvun tulo ei ole neliluku.

13. (L) Osoita, ettd 2"+23" + 5n — 4 on kaikilla luonnollisilla luvuilla jaollinen 25:114.

14. (L) Miké on pienin kokonaisluku n > 1, jolla nelidlukujen 12, 22, ..., n? keskiarvo on
nelioluku?

15. (L) Osoita, etta jokainen rationaaliluku , misséd 0 < r < 1, voidaan kirjoittaa dérellisen
monen eri positiivisen kokonaisluvun kaanteislukujen summaksi.

S0

16. (K) Todista yhtalo

|
[Merkinta (Z) tarkoittaa lukua ﬁ joka on sama kuin n-alkioisen joukon k-
I(n —k)!
alkioisten osajoukkojen lukumééra.|
17. (K) Joukko M on sellainen joukon {1, 2, ..., 15} osajoukko, ettd minkéd&n kolmen

M :n alkion tulo el ole nelioluku. Maarita M :n suurin mahdollinen alkioiden lukumaara.

18. (K) Seitseméntoista henkilod kay kirjeenvaihtoa keskendén. Kirjeenvaihto késittelee
kolmea eri aihetta, mutta jokaiset kaksi kirjeenvaihtajaa kasittelevat keskendaan vain yhta
aihetta. Osoita, etta jotkin kolme naista 17:std kasittelevat keskinaisessa kirjeenvaihdos-
saan samaa aihetta.



19. (K) Pelaajat A ja B kirjoittavat vuorotellen lukuja 5 x 5-ruudukkoon. A, joka aloittaa,
kirjoittaa aina luvun 1 ja B luvun 0. Kun ruudukko on taytetty, lasketaan jokaisen 3 x 3-
osanelion lukujen summa. Olkoon S naistd summista suurin. Maéarita suurin S, jonka
pelaaja A pystyy tuottamaan riippumatta siitd, miten B pelaa.

20. (K) Ympyré on jaettu seitseméén yhtenevéaan sektoriin. Kukin néista varitetdédn joko
siniseksi, punaiseksi, keltaiseksi tai vihreaksi. Mitkaan kaksi vierekkaista sektoria eivat
saa olla samanvérisid. Monellako eri tavalla ympyra voidaan vérittda? (Kaksi véritysta,
jotka voidaan muuntaa toisikseen kiertdmélla ympyrad, ovat samat.)

Ratkaisuja

1. Tehtéviin ratkaisulinja niyttiisi olevan "ratkaise x kuudennen asteen yht#lostd 26 —
1823 4+ 1 = 0 ja sijoita saatu = lausekkeeseen z* + x~%”. Helpommin péadsee kiyttamalls
aika usein esiintyvaa temppua. Merkitaan

u=x+ —
x

ja kaytetaan hyvaksi oletusta. Saadaan
uw=z"+3r+3-+ 35 =3u+18.
r

Téasta kolmannen asteen yhtalostd nakee melko helposti, etta yksi ratkaisu on v = 3.
(Jos haluaa edeté systemaattisesti, voi etsid yhtdlon mahdollisia kokonaislukuratkaisuja
vakiotermin 18 tekijoiden +£1, £2, +3, 46, £18 joukosta.) On helppo péatelld (ts. tehd&
jakolasku), ettd u® — 3u — 18 = (u — 3)(u® + 3u + 6). Yhtélolld u? + 3u + 6 = 0 ei ole
reaalilukuratkaisuja, koska sen diskriminantti on 9 — 24 < 0. Tehtdvan kannalta ainoa
mahdollisuus on siis 4 = 3. Nyt paastaan helposti eteenpain: koska

2 1\? 2 1
9=uw"=(x+—-| =242+ —,
T 2

niin
1
2
— =T
xr° + 9
Edelleen
12
49 = <m2+—2) =z*+2+ -,
joten
4 ].
"+ — =47
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2. Mista voidaan tietaa, etta ainakin yksi kolmesta luvusta on tasan 1?7 Yksi mahdollisuus
on tehda vastaoletus, esimerkiksi a < 1 < b < ¢ ja etsia tahan perustuen jokin ristiriita
tehtavan oletusten kanssa. Tama ei onnistu helposti. Mutta jos voimme nayttaa, etta
(a—1)(b—1)(c —1) = 0, tieddmme. ettd ainakin yksi tulon tekija on 0, ja viite on
todistettu. Lasketaan:

(a—1)(b—1)(c—1)=abc—ab—bc—ac+a+b+c—1.

Kun termeihin abe, ab, bc ja ac sovelletaan tietoa abc = 1, saadaankin
11 1
(a—1)b—-1)(c—1)=—=——-— g+a+b+c:0.
a

3. Tamantehtavan ratkaisemineen vaatii jonkin verran laskemista. Olkoot jonon jasenet
a, aq, aq? ja aq®. Jonon jisenten neliot ovat a?, a?q¢?, a?q* ja a?q®. Molemmat jonot ovat
geometrisia; sovelletaan geometrisen jonon summan kaavaa (q # 1)

1— k+1
ataqg+---+ad" =a ¢ ,

l—gq
(jonka perustelu on S = a+aq+---aq®, ¢S = aqg+aq® + - - -+ ag**!, joista vihentamalla
(1-¢)S =a(l—gF*1).) Siis

1- q4 . a2 1— (q2)4

=13 = 1261.
T, . Ja &

Luvut 13 ja 1261 on valittu hyvalla maulla: 1261 on 13:lla jaollinen, 1261 = 13 - 97.

ensimmainen yhtalo:

1 — 8 1— 4 1 4 1 4
a’ q2=a a - a a = 13a a = 13- 97,
1—g¢q 1—g¢q 1+4+¢ 14¢
joten
1 4
o= 9 7.
14¢q

Saadaan yhtalopari

a—aq4:13—13q
a+aq* =97+ 97q.

Kun yhtalot lasketaan puolittain yhteen, saadaan 2a = 110 + 84q. Siis a = 110 + 84q.
Sijoitetaan tdmi parin ensimmiiseen yhtdloon. Yhtilod (55 + 2¢)(1 — ¢*) = 13(1 — q)
supistetaan (1 — g):lla. Poistetaan sulkeet ja jaetaan yhtilo ¢?:lla. Saadaan

1 1
42¢* + 973 + 97> + 9T +42 =0 ja 42 (q2+—2)+97(q+—)+9720.
q q



Neljannen asteen yhtalon ratkaisemiseksi sovelletaan nyt samaa ideaa kuin tehtavassa 1:

otetaan kayttoon uusi tuntematon v = g + —. Silloin

1
u2:q2+q—2+2.

Yhtalomme saa muodon
42(u2 —2)4+97u+97=0 eli 42u® + 97u + 13 = 0.

Koska 972 = 9409, 4 - 41 - 13 = 2184 ja 9409 — 2184 = 7225 = 852, toisen asteen yhtilon
ratkaisukaava antaa suoraan

" —97 £ 85
¥
. . 13 1 ey .
eli u = —= tali u = R Koska |u| = |¢+ —| > 2, vain jalkimmé&inen u:n arvo voi tulla
13
kyseeseen. Toisen asteen yhtalon ¢ + — = r ratkaisut ovat ¢ = —5 ja qa = —3 Jos
q
3
q= 5 niin @ = —8 ja jonon luvut ovat —8, 12, —18, 27; jos ¢ = —%, niin a = 27 ja jonon

luvut ovat 27, —18, 12, —8.

4. Tama tehtéava on tyyppia funktionaaliyhtald, yhtalo, jossa etsittava tuntematon ei ole
luku vaan funktio — nyt ei kuitenkaan itse funktio ole haussa, vaan sen erds mahdollinen
ominaisuus, nimittain jaksollisuus. Tallaisessa tehtavéssa toimitaan yleensd niin, etta
oletetaan tuntematon funktio olemassa olevaksi ja etsitaan sille sellaisia ominaisuuksia,
joiden perusteella funktio tulisi tarkemmin yksiloitya. Téassd tapauksessa funktio f von
jo olemassa, ja voidaan lahtea selvittamadn, miten se kayttaytyy, jos sen argumenttia
kasvatetaan a:n sijasta a:n monikerroilla. Selvintd on lahted katsomaan, mitd on f(x+2a).

Nyt havaitaan heti, ettd tehtévissad annetusta ehdosta on seurauksia: f(z) > 5 ja f(x)?

f(x) eli f(x) <1 kaikilla z € R. Siis mielivaltaisella reaaliluvulla pétee

flx+2a)=f((x+a)+a)= —+\/f:c+a — f(x+a)?

\/ V@ = P - (5 + VT f(:v)2>2

Funktio f on siis jaksollinen ja sen jakso on 2a.



5. Erilaiset epayhtalotehtavat ovat suosittuja kilpailutehtavia. Itse asiassa kilpailijoiden
oletetaan tuntevan muutamia perusepayhtalotyyppeja, silla kilpailutehtavat perustuvat
usein niihin. Taman tehtavan a-kohta ratkeaa kuitenkin algebrallisten lausekkeiden mani-
puloinnin avulla. Lausekkeita joissa esiintyy neli6juurien summia tai erotuksia voi usein
kehitelld identiteetin a? — b* = (a — b)(a + b) avulla. Niin téssikin:

e SV I VSV | Vs Vi N 1
Vn+14/n CVn+l+ \F 2v/n’
koska v/n + 1 > y/n. Oikeanpuoleinen epdyhtilo tulee todistetuksi aivan samoin.

Tehtavan jalkimmainen osa perustuu edelliseen osaan ja tarkeaan ”teleskooppisumma’-
ideaan. Teleskooppisumma on sellainen monen yhteenlaskettavan summa, jossa ensim-
maistd ja viimeista yhteenlaskettavaa lukuun ottamatta jokaisen yhteenlaskettavan ku-
moavat yhdessa edellinen ja seuraava termi. Merkitaan lyhyyden vuoksi

1 1
+ .
\f \f \/m2 -1 Vm?2
Kun edella todistetuista epayhtaloista vasemmanpuolinen kirjoitetaan kaikilla n:n arvoilla
1:std m?:een ja kaikki epayhtilot lasketaan puolittain yhteen, saadaan

2((\/§—f1)+(\f—\/§)+ + (Vm2 —/m? 1) + \/mT—\/_)

eli 2(vVm? +1—-1) < S Koska vm? + 1 > m, saadaan 2m —2 < S. S:n kokonaisosa on siis
ainakin 2m — 2. Vastaavasti tehtavan alussa todistetun epayhtalon oikeat puolet antavat

$<2((VI=V0) + (V2= VI) 4ot (Vim? = Vm? = 1)) = 2m.

Luvun S kokonaisosan on siis oltava pienempi kuin 2m. Tama todistaa vaitteen.

S=14+—7

6. Tama tehtava on varsin tyypillinen geometrian teh- ¥
tava. Ratkaisu on puhdas paattely, ilman mitaan las-
kennallisia elementteja. Paattely on epasuora. Kun

on osoitettava, ettd S nikyy jokaisesta janan AB pis-

teesta, lahdetaan oletuksesta, etta nain ei olisikaan, ja Yy

katsotaan, mitd seuraa. Olkoon siis C' jokin sellainen B
janan AB piste, ettd S ei ndy C:std. Se merkitsee,
ettd S:ssa on ainakin yksi piste X niin, etta jana C'X i
ei kokonaan sisally S:4én. Janalla C'X on siis ainakin
vksi piste Y, joka ei kuulu joukkoon S. Tarkastellaan
kolmiota ABX. C on kolmion sivulla AB, joten jana
CX ja piste Y ovat kolmion ABX sisalla. Puolisuora AY leikkaa kolmion sivun BX;
olkoon leikkauspiste Z. Koska S nakyy pisteestd B ja X on S:n piste, niin jana BX ja siis
my0s piste Z sisaltyy joukkoon S. Koska joukko S nikyy pisteestd A ja Z on S:n piste,
jana AZ ja siis sen piste Y sisaltyy joukkoon S. Nyt on saatu kaksi keskenaén ristiriitaista
tulosta: Y ei ole joukon S piste ja Y on joukon S piste. Tama merkitsee, etté tehty oletus,
jonka mukaan S ei nay pisteesta C', on vaara. Mutta nain onkin tullut todistetuksi se,
mitd haluttiin. S nékyy jokaisesta janan AB pisteesta.
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7. Tama tehtava on kilpailumatematiikan geometristen laskutehtdvien helpoimmasta
paasta. Tarvitaan kuitenkin havainto, etta kolmion lyhin korkeusjana on se, joka on piir-
retty pisinta sivua vastaan. Suoraviivainen ratkaisu etenee Pythagoraan lausetta hyodyn-
taen. Jos kolmio on ABC ja AB = 10, BC = 21, CA = 17, piirretdan korkeusjana AD = h
ja merkitdan BD = x. Suorakulmaisista kolmioista ABD ja ADC voidaan kummastakin
muodostaa Pythagoraan lauseen mukainen lauseke AD?:1le eli h2%:lle. Kun ne merkitidin
yhté suuriksi, saadaan 10? — 22 = 172 — (21 — z)2. Tami sievenee herlposti ensimméi-
sen asteen yhtdloksi 42z = 252 = 6 -42. Siis x = 6 ja h? = 100 — 36 = 64 = 82. Siis
h = 8. — Toinen ratkaisu voisi perustua kolmion alan lausumiseen kolmion sivujen pituuk-
sien avulla. Tamé& onnistuu kayttdmalla Heronin kaavaa, (joka kuuluu olevan koulussa ja
ylioppilaskirjoituksissa jotenkin epakelpo tieto, mutta kilpailumatematiikassa toki sallittua
kalustoa) jonka mukaan kolmion ala S toteuttaa yhtilon S? = p(p—a)(p—b)(p — c), missi
a, b ja ¢ ovat kolmion sivujen pituudet ja 2p = a + b + ¢ on kolmion piirin pituus. Tassa
2p =21+174+10 =48, p =24, ja S? =24-3.7-14 =22.32.72, Siis § = 3-4.7 =84 = 4-21.
Koska 25 =21-h, on h = 8.

8. Merkitaan janojen PM ja QN keskipisteita S:lla ¢
ja R:la ja pisteiden N, R, S ja M kohtisuoria pro-
jektioita hypotenuusalla AB N’:lla, R’:lla, S"lla ja b M
M’:lla. Vaite, etta RS on AB:n suuntainen, tulee 3
todistetuksi, jos RR'S’S osoitetaan suorakulmioksi. P
Tahéan riittda se, ettd osoitetaan RR’ = SS’. Huo-
mataan, ettd RR’' ja SS’ ovat puolisuunnikkaiden A NR s M B
NN'C'Q ja PC'M'M kylkien keskipisteita yhdista-

via janoja. Tallaisen janan pituus on puolisuunnikkaan kantojen pituuksien keskiarvo. Ei
haittaa, jos pituusyksikoksi valitaan C'C’. Siis CC”" = 1. Kolmion ABC sivujen BC, C'A
ja AB pituuksia merkitddn tavanomaisesti a:lla , b:1ld ja c:11a.

Kun tehtavassa esiintyy kulmanpuolittajia, on hyva arvaus, etta voi kayttaa kulmanpuo-
littajalausetta: ”Kolmion kulman puolittaja jakaa vastaisen sivun viereisten sivujen suh-
teessa.” Jotta tatd voitaisiin kiayttad janojen C'P ja C’'(QQ pituuksien maarittimiseen, on
tiedettdva janojen AC’ ja BC' pituudet. Naméahan saadaan siita, ettd CAC’ ja CBC’
ovat kolmion ABC kanssa yhdenmuotoisia. Helpon laskun perusteella

2 2
ac =" ja o=
C

C

Kulmanpuolittajalauseen perusteella (koska CC’ = 1) on

62
AC’ - b
C'pP= = ¢ — .
AC" + AC b2 b+ ¢
—+b
c
Samoin
a
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Tarvitaan vield puolisuunnikkaiden NN'C’'Q ja PC'M'M toisten kantojen NN’ ja MM’
pituudet. Yhdenmuotoisista kolmioista ANN' ja AC’C saadaan, koska CC’ =1,

AN
NN =——,
AC
Mutta kulmanpuolittajalauseen perusteella
AN ¢
AC  c+a’
Aivan samoin saadaan B
c
MM = — =
BC c+b
Siis . a
NN +0'Q = + =1
a-+c a-+c

ja aivan samoin MM’ 4+ C'P = 1. Puolisuunnikkaiden NN'C’'Q ja PC’'M’'M kantojen
summa on sama, joten RR' = S5’ ja viite on todistettu. — Itse asiassa todistettiin vahan
enemmaénkin: suora RS on korkeusjanan C'C” keskinormaali.

9. Tehtavan ratkaisussa esiintyy kaksi usein kilpailu- A

tehtavissa esiintyvaa komponenttia: kehakulma ja tri- 3

gonometrinen paittely. Kolmion kirki A on aina ym-

pyralla, jonka janne on M C ja jonka sdteen maarittaa

se, ettd ZM AC = 15°. On selvaa, ettd ZABC on suu- )

rin, kun A sijaitsee niin, ettd AB on tdman ympyran B M ¢
tangentti. Nyt ympyran kehakulmien ominaisuuksien

perusteella /BAM = Z/MCA. Tésta seuraa, ettd kolmiot ABM ja CBA ovat yhdenmuo-
toiset, joten

BM AB  AB
AB BC 2-BM’
Tamé merkitsee sitd, ettdi AB = /2. BM. Olkoon ZAMC = 6. Silloin /ZBAM =

/MCA = 165° — 0. Sovelletaan sinilausetta kolmioon ABM; otetaan huomioon, etté
sin(Z/BMA) = sinf. Saadaan

sind5° '~ BM  sin(165° — )  sin(15° +0)

1 NG AB sin 6 sin 6

Siis sin 45° sin @ = sin(15° + #) = cos 15° sin 6 + sin 15° cos §. Tésté ratkaistaan

sin 6 sin 15° _ sin 15° _ sin 15° _ 1

tanf = = — - :
cos @ sin 45° — cos 15° cos45° — cos 15° —2sin 30 sin 15°

(Tassé kaytettiin hyvéksi trigonometrista identiteettid cos x—cos y = —2sin Y sin i )

2 2
On siis 6 = 135° joten ZABC = 180° — (180° — 6) — (165 — §) = 105°.




10. Tassa tehtavassa keskeistd osaa nayttelee keha-
kulmalause. Sama péatee suureen joukkoon geomet- A

risia kilpailutehtavia. Olkoot tehtdvén kaaret ja nii-
den suuruudet asteissa AB = «, BC = (3, CD =7
B
G

ja DA = 6. Olkoot viela kaarien keskipisteet jarjes- E
tyksessi E, F, G ja H. (Kun "kehd on jaettu nel-
jaksi kaareksi”, pisteiden jarjestys ympyréan kehalla on
AEBFCGDH, eli pelkastadn paatepisteiden avulla il-
maistun kaaren ja sen keskipisteen kaksitulkintaisuus
el tésséd padse haittaamaan.) Olkoon J janojen EG ja

: : ~ o  f . 2 F
F H leikkauspiste. Nyt EF = ) + 5 Kehakulma-

ol e

1
lauseen perusteella on siis /FHE = 1 (a+ ). Aivan samoin perustein saadaan ZHEG =

1
Z(fy—i—é). Mutta o+ G+ v+ = 360°. Kolmiossa F.JH on kulmien JHFE ja HE.J summa

i(a + B+ v+ 6) =90°. Kolmion kolmas kulma ZFEJH on silloin 90°. Siis EGLFH.
11. Tehtéviissi etsitddn yhtilon 2016 = 22 — y? kokonaislukuratkaisua. Koska 22 — y? =
(x—y)(x+y), lukujen z—y ja z+y on oltava luvun 2016 = 32.63 = 2°-32.7 tekiji. Tekijoista
pienempi,  — y, on enintddn /2016 =4 -3 -v14 < 12-4 = 48. Luvuista z —y ja z + y
ainakin toisen on oltava parillinen. Mutta jos z+y = 2k, niin t Fy = x £y F2y = 2(kFy),
joten molempien lukujen = + y ja x — y on oltava parillisia. Yhtaloparilla

T+y=2m
r—y=2n

on aina kokonaislukuratkaisu x = m+n, y = m —n. Ratkaisujen lukumaéara on siten sama

1
kuin sellaisten luvun 2016 parillisten tekijoiden n maara, jotka ovat < 48 ja joille — - 2016

n
on parillinen. N&itd ovat 2-3-7=142,2-32=18,2.-7=14,2-3=6,4-9=63,4-7 = 28,
4-3=12,8-3=24,2, 4, 8 ja 16. Eri tapoja on siis 12.

12. Neljé perikkaistd kokonaislukua ovat n — 1, n, n 4+ 1 jan + 2 (n > 2). Niiden tulo on
n(n+1)(n—1)(n+2) = (n?+n)(n?+n—2) = (n®>+n—1+1)(n?+n—1-1) = (n>+n—1)2-1.
Koska n > 2, n2+n—1 > 5. Ainoa nelicluku, joka on yhta suurempi kuin toinen nelioluku
on 1. Neljan perdkkaisen positiivisen kokonaisluvun tulo ei siis ole nelicluku.

13. Kun tehtava on osoittaa todeksi yhtalo kaikilla luonnollisilla luvuilla, induktiotodistus
on usein jarkeva vaihtoehto. ”Luonnollisiin lukuihin” on Suomessa tapana lukea 0; tassa
tapauksessa kiytanto on mukava, koska induktio on helppo kiynnistié nollasta: 22-39—4 =
0 ja 0 on jaollinen 25:1l4. Otettavaksi jaa viela induktioaskel. Sitad varten oletetaan, etta
2k+23k 1 5k — 4 = 25m. Talloin 2(-FD+F23k+1 L 5(k 4 1) — 4 = 6 - 2F+23F 15k + 1 =
6(25m — 5k +4) + 5k +1 = 6 - 25m — 25k + 25. Kuku 2(-+1D)+23k+1 4 5(% 1 1) — 4 on siis
jaollinen 25:11a. Tehtavan vaite on tosi induktioperiaatteen nojalla.
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14. Tama tehtava edellyttda hiukan muistamista. Téassa tapauksessa muistettava relaatio
on

1
12+22+-~-+n2:6n(n+1)(2n+1).

(Jos kaavan muistaa suunnilleen, voi hakea tukea muistilleen kokeilemalla pienié n:n arvoja.
Kaavan voi todistaa oikeaksi induktiolla ja sen voi eri tavoin johtaa. Yksi tie on tehda
yrite 124224+ - -+ n? = An3+ Bn?+Cn+ D, sijoittaa kaavaan n = 1, 2, 3 ja 4 ja ratkaista
A, B, C ja D syntyneesti lineaarisesta yhtialoryhmisti.) Lukujen 12, ..., n? keskiarvo on

1
siis A (n+1)(2n+1). Jotta tAmaé olisi nelidluku, sen on oltava kokonaisluku. Koska 2n+ 1

on pariton, n + 1 on parillinen. Siis n = 2k + 1. Jos n olisi jaollinen kolmella, kumpikaan
luvuista n+1, 2n+1 ei olisi. Siis n on kolmella jaoton pariton luku eli muotoa 6k+1 oleva

1
luku. Oletetaan ensin, ettd n = 6k — 1. Silloin é(n +1)(2n+1) = k(12k — 1). Luvuilla p

ja 12p — 1 ei ole yhteisia tekijoita. Lukujen tulo voi olla nelioluku vain, jos k ja 12k — 1
ovat nelilukuja. Koska (2r + 1)? = 4(r2 + r) + 1, jokainen pariton nelisluku antaa 4:114
jaettaessa jakojaannoksen 1. 12k —1 ei siis voi olla nelioluku. Tarkastellaan sitten tapausta
n = 6k + 1. Nyt %(n +1)2n+1)=Bk+1)(4k+1). Koska 4(3k+1) —3(4dk+1) =1,
lukujen 3k + 1 ja 4k + 1 suurin yhteinen tekija on 1. Molemmat ovat siis neliolukuja.
Kun katsotaan tarkemmin asken tehtya paattelya, jonka mukaan parittoman nelioluvun
jakojaannos neljallé jaettaessa on 1, huomataan, ettd r(r+1) on aina parillinen luku, joten
itse asiassa (27 + 1) = 8¢ + 1; parittoman neliluvun jakojainnos 8:lla jaettaessa on aina
1. Mutta tama merkitsee, etta 4k 4+ 1 on nelioluku vain, kun £ on parillinen. Mutta silloin
myos 3k + 1 on pariton nelioluku ja senkin jakojaannos 8:lla jaettaessa on 1. Lukujen
erotus, eli k, on siis jaollinen 8:lla: & = 8p. Siis 32p + 1 ja 24p + 1 ovat nelidlukuja.
Kokeilemalla huomataan, etti pienin ehdon toteuttava p on 7: 32p + 1 = 225 = 152 ja
24p+1 =169 = 132. Talléinn =6-8-7+ 1 = 337.

15. Taman tehtavan ratkaisussa tulee esiin eras keskeinen lukuteoriassa hyodynnettava
ilmio. Jokaisessa positiivisten kokonaislukujen osajoukossa on pienin luku. Kirjoitetaan

jokainen positiivinen rationaaliluku muotoon ]—9, missa p ja q ovat positiivisia kokonaislu-
q

kuja, joiden suurin yhteinen tekija on 1. Jos nyt olisi sellaisia rationaalilukuja ]—9, p < q,

joita ei voi kirjoittaa eri positiivisten kokonaislukujen kaanteislukujen summaksi, olisi ole-
massa jokin sellainen luku, jolle p on mahdollisimman pieni. Joka tapauksessa p > 1.

Olkoon Po jokin tallainen luku. Olkoon nyt vield n pienin positiivinen kokonaisluku, jolle

q0
1
1_m
n q0
Silloin on ) )
L S
n q n-—1
Siis

1 n— — pon +
0P 1 _po QO)’ 0< Po _ 4o —Pon+po.

g n qon n—1 qo go(n—1)
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Nain ollen 0 < pgn — qo < po. Mutta

1 1 1 n—
@:_+@__:_+po (J_
qo n 4o n n qomn

bon — qo

Koska pg:sta tehty oletus merkitsee, etta on sellainen rationaaliluku, joka voidaan

qon
kirjoittaa eri suurten positiivisten kokonaislukujen kaanteislukujen summaksi. Ja
— 1 1 1 1
bon — go < L
qon n—1 n nn-1) " n

joten yksikaan nimittaja tassa summassa ei voi olla n. Todistus on valmis.

16. Tehtavan ratkaisu on tyypillinen laskennollisen kombinatoriikan tehtdavan ratkaisu:
lasketaan sama asia kahdella eri tavalla ja nain saadaan kaksi eri lauseketta, joiden onkin
siis esitettava samaa lukua. Tarkastellaan joukkoa A, jossa on m + n alkiota. Jaetaan se
jollakin tavalla kahdeksi erilliseksi osajoukoksi B ja C niin, ettd B:ssd on m alkiota ja (C':ssa
on n alkiota. Nyt jokainen A:n r-alkioinen osajoukko FE jakautuu kahdeksi osajoukoksi
BNFE jaCnNE;jos BN E:ssa on k alkiota, niin C'N E:ssa on r — k alkiota. Toisaalta,
jos otetaan mika hyvénsd B:n k-alkioinen osajoukko E; ja C:n (r — k)-alkioinen osajoukko

E5, niin E1 U Ey = FE on A:n r-alkioinen osajoukko. Nyt joukkoja F; on (7:) kappaletta

ja joukkoja E5 on ( ) kappaletta. A:n r-alkioinen osajoukko voidaan siis muodostaa

n
r—k
valitsemalla jokin B:n k-alkioinen osajoukko ja liittdmaélla siihen jokin C':n (r—k)-alkioinen

osajoukko kaikkiaan (7:) . ( " k) eri tavalla. Mutta eri k:n arvoilla saadaan eri joukkoja,
7"‘ JR—

joten kaikkiaan (m + n) eli A:n r-alkioisten osajoukkojen lukumaéra on lukujen <TZ) .
r

r—k

yhtasuuruus.

n
( ) summa eri k:n arvoilla. Mutta taméa yhtasuuruus on juuri tehtavassa haettu

17. Tehtava on lukuteorian ja kombinatoriikan rajamaastossa. Joukkoja kasittelevia tehta-
vid kuitenkin yleensé pidetiin kombinatorisina. Havaitaan, ettd 1-4-9 = 62, 2-6-12 = 122,
3-5-15 =152 ja 7-8-14 = 282, Joukolla M ei voi olla osajoukkonaan mikiin joukoista
{1, 4, 9}, {2, 6, 12}, {3, 5, 15}, {7, 8, 14}. Joukot ovat erillisié, joten joka joukosta aina-
kin yhden luvun on oltava M:n ulkopuolella. M:ssa voi olla enintaan 15 — 4 = 11 alkiota.
Jos liséksi 10 ¢ M, niin M:an alkioidenlukumédré on enintédén 10. Oletetaan ettd 10 € M.
Silloin M:114 ei saa olla osajoukkoinaan joukkoja {2, 5}, {6, 15}, {1, 4, 9} eika {1, 4, 9}.
Jos néiden ohella {3, 12} ei ole M:n osajoukko, M:ssé on enintddn 10 alkiota. Jos taas
{3, 12} C M, niin mik&én viidesté erillisesta joukoista {1}, {4}, {9}, {2, 6}, {5, 15} ei voi
sisaltya M:aan. Téalloinkin M alkioiden lukumé&ara on enintaén 10. On vield esitettéava
jokin tehtavan ehdon toteuttava 10-alkioinen M. Tallainen on

M ={1,2,5,6,7, 10, 11, 12, 13, 14}.
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18. Tehtéavassa kasiteltava rakenne on ns. verkko, jonka ”solmuja” ovat henkilot ja ”sar-
mia” kirjeenvaihtosuhteet. Tehtava olisi voitu muotoilla esimerkiksi nain. ”Verkossa on
17 solmua, ja jokainen on yhdistetty jokaiseen muuhun sarmallda. Osoita, ettd jos kukin
sarma varitetadn siniseksi, punaiseksi tai keltaiseksi, verkossa on kolmio, jonka sarmat ovat
samanvariset.” — Tehtavan ratkaisu on tyypillinen ”laatikkoperiaatteen” sovellus. Valitaan
kirjeenvaihtajista yksi; olkoon han esimerkiksi A. Nyt A vaihtaa kirjeitd 16 muun kanssa ja
kasittelee kunkin kanssa jotain kolmesta aiheesta. Ei voi olla niin, ettd A kasittelisi kutakin
aihetta enintdén viiden muun kanssa. Jos néain olisi, A:lla olisi enintdan 15 kirjeenvaih-
tokumppania. Jotakin aihetta, sanokaamme aihetta I, A siis kasittelee ainakin kuuden
muun kanssa. Jos ndiden kuuden muun joukossa on kaksi, sanokaamme B ja C, jotka
kasittelevat aihetta I keskindisessa kirjeenvaihdossaan, A, B ja C' muodostavat vaaditun
kolmikon. Ellei nain ole, kasittelee ainakin kuusi henkiloa keskinaisissa kirjeenvaihdoissaan
vain aiheita II ja III. Otetaan naista kuudesta yksi, sanokaamme D. D kasittelee viiden kir-
jeenvaihtokumppaninsa kanssa aiheita II ja IT1I. Nama viisi kasittelevat myos keskinaisissa
kirjeenvaihdoissaan vain aiheita II ja III. Nyt ei voi olla niin, etta D kasittelisi kumpaakin
aihetta enintdan kahden kumppanin kanssa, talloinhan kumppaneita olisi enintaan nelja.
Voidaan siis olettaa, ettd on kolme henkiloa, joiden kanssa D kasittelee esimerkiksi aihetta
IT. Jos naissa kolmessa on jotkin kaksi, esimerkiksi E ja F', jotka kasittelevat aihetta II
keskinaisessa kirjeenvaihdossaan, niin D, F ja F' on vaadittu kolmikko. Ellei tallaista paria
ole, on ainakin kolme kirjeenvaihtajaa, jotka kaikki kasittelevat aihetta III, ja todistus on
valmis.

19. Pelit ja niiden voittostrategiat ovat suo-
sittu kilpatehtavien aihepiiri. Tarkastelu on
usein kaksisuuntainen: mita toinen pelaaja
ainakin voi saavuttaa ja mita toinen pelaaja
ainakin voi saavuttaa. Osoitetaan ensin, etta
B voi aina pelata niin, ettd S < 6. Sijoite-
taan ruudukkoon kuvan mukaiset 10 1 x 2-
laattaa. Aina kun A kirjoittaa ykkosen tois-
taiseksi tyhjaan laattaan, B kirjoittaa laatan
toiseen ruutuun nollan. Jokainen 3 x 3-nelio
sisaltaa ainakin kolme nollaa, joten S < 6.

Osoitetaan sitten, ettd A voi aina pelata niin, ettd S > 6. Numeroidaan ruudukon vaa-
karivit 1, 2, 3, 4, 5 ja pystyrivit a, b, ¢, d, e. A. ensimmainen valinta on ruutu c3.
Kiertosymmetrian vuoksi voidaan olettaa, ettd B sijoittaa ensimmaisen nollan riveille 4
ja 5. A laittaa sitten ykkosen ruutuun 2. Ellei B sijoita seuraavalla vuorolla nollaa ruu-
tuun cl, A laittaa sithen vuorollaan ykkosen. Tamaén jalkeen ainakin toinen suorakaiteista
[al, b3] tai [d1, e3] on vield tyhji, ja A voi sijoittaa siihen ainakin kolme ykkostd. Talloin
S > 6. Jos taas B sijoittaa nollan cl:een, niin A pystyy saamaan kaksi ykkosta ”suika-
leeseen” [bl, b3] ja ainakin kolme ykkostd yhteenséd kahteen suikaleeseen [al, a3], [d1, d3].
Silloin joko neli6on [al, ¢3] tai neliton [bl, d3] tulee ainakin kuusi ykkosté.

20. Tamaéan tehtavan ratkaisu saattaa olla helpompi, jos sen ”vierekkéiset sektorit” mallin-
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taa merkkijonon kirjaimina. Olkoon s, 4:std aakkosesta (esimerkiksi s, p, v ja k muo-
dostettujen sellaisten n:n merkin pituisten jonojen lukumaéara, joissa koskaan ei sama
merkki toistu. Selvisti S7 = 4 ja S,4+1 = 395, (jokaisen n-jonon loppuun voidaan liit-
tdd jokin muu kuin jonossa oleva viimeinen merkki). Jos lisdtddn vaatimus, ettd jo-
non ensimmainen ja viimeinen merkki eivat saa olla samoja, ja merkitaan T),:114 tal-
laisten, edelleen n:n pituisten jonojen maaraa, niin n-jonoja, joissa ensimmainen ja vii-
meinen merkki ovat samat, on S, — T, kappaletta. Jokaiseen tallaiseen jonoon saa
liittaa jonkin kolmesta merkista. Jokaiseen jonoon, joissa ensimmaéinen ja viimeinen
merkki ovat erilaiset, voi liittaa vain kaksi uutta merkkiad. Saadaan siis palautuskaava
Thi1 = 3(S, —Ty) + 2T, = 3S,, — T, = Snt1 — T,,. Téssé tehtévissd kiinnostaa T7.
Voidaan laskea suoraan:

n 1 2 3 4 5) 6 7
Sn 4 12 36 108 324 972 2916
tn 0 12 24 84 240 732 2184

Jos nyt seitseman merkin jono, jossa ensimmaéinen ja viimeinen merkki ovat eri merkkeja,
kierretadn renkaaksi, saadaan malli ympyran seitsemén sektorin varitykselle eri vérein.
Toisaalta, jos rengas katkaistaan mista paikasta tahansa, saadaan seitseman merkin jono,
jossa ensimmainen ja viimeinen merkki ovat eri merkkeja. Eri katkaisut tuottavat eri jonot.
Ellei nain olisi, eli jos paikasta j alkava jono olisi sama kuin paikasta j + p alkava, niin
paikoissa j, j+p, j+2p, ..., olisi sama merkki; koska 7 on alkuluku, jono (j+p) mod 7 kay
lapi kaikki paikat; kaikki merkit olisivat siis samoja, vastoin oletusta. Keskendan erilaisia
varityksié on siis T7 /7 = 312 kappaletta.



