Pythagoraan polku 2009

Kilpailussa on 20 tehtdvia. Aikaa tehtdvien ratkaisemiseen on 3 tuntia. Jokainen
palautettu tehtdvéa arvostellaan asteikolla 0-5. Jokaisen tehtdvin ratkaisu on
palautettava omalla arkillaan.

Tehtaviat ja ratkaisut

1. Sijoitetaan numerosarjan 987654321 numeroiden viliin yhteenlaskumerk-
kejé. Kuinka monella eri tavalla yhteenlaskumerkit voidaan sijoittaa, jotta
summaksi saadaan 997

Ratkaisu. Yhteenlaskumerkit on selvésti sijoitettava siten, ettd yhdessédkédian
yhteenlaskettavassa ei ole enempdi kuin kaksi numeroa. Jos jokaiseen
véliin laitetaan yhteenlaskumerkki, summaksi saadaan 45. Kaksinumeroi-
sia lukuja on siis oltava vahintdédn yksi. Summa

9+84+74+65+44+34+2+1=99

on ainoa mahdollisuus, jos kaksinumeroisia lukuja on tasan yksi. Jos kak-
sinumeroisia lukuja on tasan kaksi, niin ainoa mahdollisuus on

9+8+7+6+5+43+ 21 = 99;

muut mahdolliset summat ovat selvéisti tatd suurempia. Myos kolmen tai
useamman kaksinumeroisen luvun tapauksessa kaikki mahdolliset summat
ovat lilan suuria. Tapoja sijoittaa yhteenlaskumerkit vaaditulla tavalla on
siis kaksi.

2. Tarkastellaan mielivaltaista suorakulmaista kolmiota. Piirretdéan kolmion
ulkopuolelle puoliympyrat C; ja Cy, joiden halkaisijat ovat kolmion katee-
tit. Piirretdéan vield ympyréd C, jonka halkaisija on kolmion hypotenuusa.
Olkoon S tason niiden pisteiden joukko, jotka ovat jommankumman puo-
liympyran C; tai Cy sisdlld, mutta ympyrén C' ulkopuolella. Laske joukon
S pinta-alan suhde kolmion alaan.

Ratkaisu. Olkoon PQR suorakulmainen kolmio ja O sen hypotenuusan PR
keskipiste. Kehékulmalauseen mukaan O-keskinen O P-séteinen ympyréa C
kulkee pisteen @ kautta.




Kysytty ympyrékaarien rajaama ala saadaan laskettua, kun puoliympyréiden
C1 ja Cy aloista vdhennetéddn janteiden PQ ja QR ympyristda C' rajaamat
alat. Jinteen PQ ympyristd C' rajaama ala taas saadaan vdhentdmalla
sektorin QOP alasta kolmion QOP ala ja vastaavasti jinteen QR rajaama
ala saadaan viahentdmélla sektorin ROQ alasta kolmion ROQ ala. Mer-
kitddn ZQOP = a ja ZROQ = (. Tallsin kysytylle alalle voidaan siis
muodostaa lauseke
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Koska a+ 3 = 180° ja PQ?+QR? = PR?, ensimmiiinen yhteenlaskettava
hivias. Jaljelle jadva osa on kolmioiden QOP ja ROQ alojen summa eli
kolmion PQR ala. Kysytty suhde on siis 1.

. Kaksi kirahvia, A ja B, seisovat savannilla 100 m pé#ssé toisistaan. Ki-
rahvit ndkevit edessédén akasiapuun, joka on yhtd kaukana kummastakin
kirahvista. Kirahvi A niikee akasiapuun ja kirahvin B 72 asteen kulmassa
toisiinsa nédhden. Kirahvin B takana on leijona, joka on yhtd kaukana siité
kuin akasiapuu, mutta tdsmaélleen painvastaisessa suunnassa. Nakeeko ki-
rahvi A leijonan, jos se katsoo suoraan kohti kirahvia B ja sen ndkokentté
on 90 astetta levea?

Ratkaisu. Olkoon akasiapuu pisteessd P ja leijona pisteessd L. On annettu,
etti LPAB = 72°, AB = 100 ja AP = BP = BL. Mééritetdéin yhtilo
kulmalle Z/BAL.

Kolmio ABP on tasakylkinen. Sen kannan pituus on 100 ja sen kyljen
pituus saadaan ratkaistua sinilauseella.

AP B 100 —
sin72°  sin(180° — 2 - 72°)
sin 72° 2sin 36° cos 36°
AP = 10— =100————MM8M8—
00 sin 36° 00 sin 36°
= 200 cos 36°

Kolmiosta ABL tunnetaan nyt sivut AB ja BL. Kolmiosta AL P laskemal-
la voidaan méarittda LALB = 180° — 36° —72° — /BAL = 72° — /BAL.



Sinilauseesta saadaan taas

BL AB
SmZBAL  sm(72° — ZBAL)
sin(72° — ZBAL) _ AB
sin ZBAL ~ BL
100 1

200c0s36°  2cos36°

Sinin summakaavaa kayttdmalla saataisiin téstd yhtélo kulman ZBAL
tangentille ja kulma voitaisiin téstd ratkaista. Tehtdvan ratkaisemiseen
riittdd kuitenkin huomata, ettd funktio f :[0°,72°] — R,

sin(72° — «
fla) = sin{r2” — o)
sin
on vihenevé koko méérittelyjoukossaan ja
oy Sin27° 1 _ sin(72° — ZBAL)
J157) = Snd5° ~ Zeos36°  smZBAL 4 (£BAL).

Nyt siis 45° < ZBAL eli kirahvi A ei née leijonaa.

. Osoita, etté ei ole olemassa kahta perdttiistd positiivista kokonaislukua,
jotka ovat kokonaislukujen parillisia potensseja.

Ratkaisu. Tehddan vastaoletus eli oletetaan, ettd on olemassa positiiviset
kokonaisluvut x,y,n,m joilla pétee

x2n —_ y2m 4 1.
Siirtamalla y>™ yhtélon vasemmalle puolelle saadaan
l,2n o y2m _ (l,n o ym)(ajn + ym) = 1.

Tekijat 2" — y™ ja ™ 4+ y™ ovat my0s positiivisia kokonaislukuja. Koska
niiden tulo on 1, pitdisi molempien tekijciden olla siis 1. Tdm& on mah-
dotonta, silld kaikkien muuttujien ollessa positiivisia kokonaislukuja pétee
" +y™ > 2.

. Muurahainen kévelee nupukivikadulla. Kivet ovat puolipalloja ja ne on
asetettu tasamaalle kuusikulmiohilaan mahdollisimman ldhelle toisiaan.
Kivien séide on 5 cm ja niiden véleissé on tasaista. Erdén kiven laelta pis-
teestd A muurahainen havaitsee sokeripalan kolmen kiven vélin keskipis-
teessd B. Miké on lyhin reitti, jota pitkin muurahainen péésee sokeripalan
luo? Miké on tdmén reitin pituus?
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Ratkaisu. Pallojen geometriasta tiedetdén, ettéd lyhin reitti kahden pallon
pinnan pisteen vélilld kulkee pisteiden vélistd isoympyréan kaarta pitkin.
(Eli pallon ja kyseisten pisteiden ja pallon keskipisteen virittdmén tason
leikkausympyrid pitkin.) Koska puolipallon muotoisten kivien keskipiste
on maanpinnan tasolla, seuraa tésté, ettd lyhin reitti kahden saman puo-
lipallon maanpinnan tasolla olevan pisteen vililla kulkee pallon maanpin-
nalla olevaa kaarta pitkin. Ennen kaikkea téstd seuraa, ettd muurahaisen
laskeuduttua pisteen A siséltdvin pallon pailtd voidaan rajoittua tarkas-
telemaan maanpintaa pitkin kulkevia reittejé.
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Tilanne on symmetrinen pisteiden A ja B kautta kulkevan suoran suhteen,
joten voidaan olettaa, ettd muurahainen kulkee tdmé&n suoran alapuolella.
Talloin lyhin reitti maanpintaa pitkin pisteesté B kohti pistettd A kulkee
pisteiden S, R, @ ja P kautta: muiden pallojen sivuamispisteiden kautta
kulkeminen antaisi selviisti pidemmén reitin. Pisteiden S ja B vilinen
lyhin reitti on selvésti suora. Lyhin reitti pisteestd A pisteeseen P on
my6s (ylhadltdpiin katsottuna) suora.

Lasketaan vield lyhimmén reitin pituus. Puolipallon isoympyran pituus
on 107 cm. Kolmen toisiaan pareittain sivuavan puolipallon keskipisteista
muodostuvan tasasivuisen kolmion korkeus on 5v/3 cm. Pisteiden A ja P
vilisestii matkasta siis kuljetaan maanpinnalla 5v/3 —5 cm. Piste B sijait-



see kolmen toisiaan sivuavan puolipallon sivuamispisteiden keskipisteessé.
Sivuamispisteet muodostavat tasasivuisen kolmion, jonka sivun pituus on
5 cm; niinpé etéisyys kolmion kérjestd S mediaanien leikkauspisteeseen B
on 2/3 korkeusjanasta @5 cm.

reitin pituus = AP+ PQ+ QR+ RS+ SB
2 3 23
= i107r—|—(5\/§—5) cm —|—3i107r cm +7£5 cm
27 2T 3 2
1 2
= <257r + §0\/§ - 5> cm
~ 30,1 cm

. Olkoon A #éretén kokoelma ympyroita zy-tasossa. Onko mahdollista, etta
A:n ympyréiden pinta-alojen summa on dérellinen ja etté jokainen tasolle
asetettu suora leikkaa jotain A:n ympyrad?

Ratkaisu. On mahdollista konstruoida kokoelma A siten, ettd tehtivissi
annetut ehdot tayttyvit. Ajatuksena on asettaa koordinaattiakseleille mah-
dollisimman tiheddn ympyroitéd, joiden séteet ovat %

Merkitdén ympyrié, jonka keskipiste on (z, y) ja sdde r symbolilla C(x, y, 7).
Méaritellddan jokaisella n € Ny n > 2 luku

n—1

(Tapauksessa n = 2 esiintyy tyhji summa, jonka arvo on 0.) Olkoon A4;
origokeskinen yksikkoympyra. Jokaista n € N, n > 2 kohti méaéritelldén
nelji ympyrad

1 1
Al,n = C(Cna 0, 5)7 AQ,n = 0(070n7 ﬁ)a

1 1
An:C*naOafv An:CO7 ny —)-
= C(=0,0,2), Ain = C(0,cn, )
Kokoelma A, johon kuuluvat ympyrat A; ja A;, missd ¢ = 1,2,3,4 ja
n > 2, toteuttaa vaaditut ehdot.

On selvid, ettd xy-tason koordinaattiakselit leikkaavat jokaisen zy-tasolle
asetetun suoran. Osoitetaan, ettd edelld méaéaritelty kokoelma A siséltai
koordinaattiakselit. Symmetrian vuoksi riittdd tarkastella positiivinen x-
akseli. Ympyroiden A; , médritelmésté todetaan, ettd ympyré A; i sisdltdéd
x-akselin sen osan, jolla x € [c, —1/k, ¢ +1/k]. Lukujen ¢,, médritelmésta
todetaan tdmén avulla, ettd ympyroiden Ay, A;1,A12,..., A1, yhdiste
sisdltdd z-akselin sen osan, jolla x € [0, ¢, + 1/n]. Koska

1 L)
— =1 Z
C"+n +;k

ja harmoninen sarja > .-, 1/k hajaantuu, saadaan koko positiivinen z-
akseli peitettyd ympyroilld A,, A1, n > 2.



Kokoelman A ympyroiden yhteenlaskettu pinta-ala on kuitenkin dérellinen.
Ympyrén A; pinta-ala on m; ympyran 4, ,, ¢ = 1,2, 3,4, n > 2, pinta-ala
on 77#. Kokoelman A ympyroiden yhteenlaskettu pinta-ala on siis

7T+4Z7T%.
n=2

T&mé on dérellinen luku, silld sarja >~ | 1 /n? suppenee, miki nihddin
esimerkiksi vertaamalla sarjaa integraaliin 1 4+ ffo I%dx.

. A ja B lyovit vetoa kolikonheittosarjasta. He sopivat, ettd kolikkoa hei-
tetdan, kunnes lopetusehto toteutuu. Lopetusehdon toteutuessa A voittaa,
mikali voittoehto on voimassa, muutoin B voittaa. Méaaritd lopetus- ja
voittoehto siten, ettd kolikonheitto padttyy todennédkoisyydella 1 ja etta
A voittaa todennikoisyydelld 7/13. (Oletetaan, ettd kolikko on reilu eli
ettd sekd kruunan ettéd klaavan todenniksisyys on 1/2.)

Ratkaisu. Tarkastellaan neljan peréttédisen heiton sarjoja. Erilaisia heitto-
sarjoja on yhteensi 16 kappaletta. Valitaan niistd kolme jatkosarjoiksi A
ja seitsemédn muuta voittosarjoiksi B. Olkoon muiden neljan heiton sarjo-
jen joukko C. Selvisti P(A) = 3/16, P(B) = 7/16 ja P(C) = 6/16. Niiden
perusteella voidaan laskea ehdollinen todennékéisyys sille, ettd osutaan
voittosarjaan silloin kun tiedetéén, etté ei ole osuttu jatkosarjaan; se on
P(BJ|A°) =P(B N A°)/P(B) = (7/16)/(13/16) = 7/13.

Madritelldéan siis lopetus- ja voittoehto tarkastamalla kolikonheittosarja
aina jérjestysluvultaan neljillé jaollisen heiton jélkeen. Olkoon lopetusehto
se, ettd talloin viimeiset neljd heittoa eivét ole tuottaneet jatkosarjaa.
Voittoehdoksi mééaritelldén se, ettéd viimeiset nelja heittoa ovat tuottaneet
voittosarjan.

On selvéd, ettd kasitellyt neljan heiton sarjat ovat toisistaan riippumatto-
mia. Tésté seuraa, ettd koska viimeisessd neljan heiton sarjassa ei ole osut-
tu jatkosarjaan, voidaan todennikdisyys koko kolikonheiton paéttymiselle
voittosarjaan laskea suoraan ehdollisena todennikoisyytend P(B|A°) =
7/13. Edelleen riippumattomuuden nojalla todennikoisyys sille, etté ko-
likonheitto ei ole loppunut n neljin heiton sarjan jilkeen on P(A¢)™
(3/16)™. Koska (3/16)™ — 0 kun n — oo, ndhdéén ettd dérettémien ko-
likonheittosarjojen todennékoisyys on 0. Niinpéa kolikonheitto péadttyy to-
dennékoisyydelld 1.

. Kuinka monella eri tavalla voidaan tavalliselle 8 x 8 -shakkilaudalle asettaa
ratsu ja ldhetti siten, ettd kumpikaan nappuloista ei uhkaa toista?

(Shakkia pelataan 8 x 8 -ruudukolla. Pelinappulan sanotaan uhkaavan tois-
ta, jos ensimméinen nappula voi yhdelléd siirrolla liikkua ruutuun, jossa
toinen on. Lahetti voi siirtyd mielivaltaisen matkan ruudukossa vinottain.
Ratsu voi siirtyd mihin tahansa ruutuun, johon se péésee liikkumalla L-
kirjaimen muotoisesti ensin kaksi ruutua suoraan ja vield yhden ruudun
ensimmiiistd suuntaa vastaan kohtisuoraan.)

Ratkaisu. Todetaan aluksi, ettd ldhetti ja ratsu eivat milloinkaan voi mo-
lemmat uhata toisiaan. Jos siis ldhetti asetetaan johonkin shakkilaudan
ruutuun, saadaan ratsun mahdollisten asetuspaikkojen lukumééra vihentdmalld



vapaiden ruutujen lukuméérasta niiden ruutujen lukumééaré, joita ldhetti
uhkaa ja niiden ruutujen lukumééra, joita ldhetin paikalle sijoitettu ratsu
uhkaisi (ratsu uhkaa ruudusta A ruutua B jos ja vain jos se uhkaa ruutua
B ruudusta A). Voidaan siis tarkastella erikseen tilanteet, joissa laudalla
on lahetti yksin tai ratsu yksin, ja laskea kuinka montaa ruutua nappu-
la uhkaa. Kysyttyjen asetusten lukumééra saadaan, kun kaikista tavoista
asettaa kaksi nappulaa laudalle vihennetdin edelld mainitut lukumé&arat
kutakin ruutua kohden.

v o7 T T v 77 2 3 4 4 4 4 3 2
779 9 9 9 9 9 7 3 4 6 6 6 6 4 3
7T 9 11 11 11 11 9 7 4 6 8 8 8 8 6 4
7T 9 11 13 13 11 9 7 4 6 8 8 8 8 6 4
7T 9 11 13 13 11 9 7 4 6 8 8 8 8 6 4
T 9 11 11 11 11 9 7 4 6 8 8 8 8 6 4
779 9 9 9 9 97 3 4 6 6 6 6 4 3
A S (Y (R (Y (R (R 2 3 4 4 4 4 3 2

Vasemmanpuoleisessa taulukossa on esitetty niiden ruutujen lukuméaré,
joita ldhetti kustakin ruudusta uhkaa, ja oikeassa taulukossa niiden ruutu-
jen lukumééré, joita ratsu kustakin ruudusta uhkaa. Taulukot on luonnol-
lisesti muodostettu tapauserittelyd ja symmetriaa kdyttden. Mahdollisia
tapoja sijoittaa ldhetti ja ratsu shakkilaudalle on yhteensi 64 - 63 kappa-
letta. Niiden tapojen lukumaééra, joissa kumpikaan nappuloista ei uhkaa
toista, saadaan vidhentamalld téastéd kaikki ylld olevissa taulukoissa olevat
luvut. Vastaukseksi saadaan siis

64-63—(4-13+12-114+20-9+28-7)—(16-84+16-6+20-4+8-3+4-2)
= 4032 — 560 — 336 = 3136.

. Olkoon « € R. Mééritd yhtdlsiden (a+1)z+(a—1)y =a—-1ljaczr—y =«
méédrittelemien suorien leikkauskulma.
Ratkaisu. Suorat on annettu normaalimuodossa, joten niiden normaalivek-
torit voidaan lukea suoraan yht#loistd. Ne ovat a = (a4 1)i+ (e —1)j ja
b = ai — j. Pistetulon avulla saadaan

a-b
|a||b|
(a+Da+ (a—1)(-1)
Vie+1)2+ (a—1)2V/a? + 12
a?+1
V2(a2 +1)Va2 +1
1

V2
Koska normaalien vélinen kulma on sama kuin suorien vélinen kulma,

leikkaavat annetut suorat siis parametrin « arvosta riippumatta 45 asteen
kulmassa.

cos Z(a, b)




10. Piirretdén hyperbelille zy = 1 tangentti /1, joka sivuaa hyperbelid en-
simméisen neljinneksen pisteessd P ja jolla on enintdén yksi yhteinen
piste yksikkdympyrédn kanssa. Piirretddn yksikkdympyriélle pisteeseen )
tangentti [ siten, etté silld ja hyperbelilld zy = 1 on enintdén yksi yhtei-
nen piste. Suora [; muodostaa yhdessid x- ja y-akseleiden kanssa kolmion
S1 ja vastaavasti suora lo yhdessd x- ja y-akseleiden kanssa kolmion S.
Valitaan P ja @ siten, ettd kolmioiden S ja Sy leikkauksen ala on suurin
mahdollinen. Mik& on tdmé suurin ala, ja missd kulmassa suorat [ ja [y
leikkaavat toisensa?

Ratkaisu. Merkitdin P = (xo,y0) ja f(z) = 1/z. Hyperbelille zy = 1
pisteeseen P piirretyn tangentin yhtélo on

y = fl(zo)x — f'(zo)wo + f(20)

1 —X0 1
= —_——r — — _—
2 2
‘TO .’EO o

1 2
o e

Témé suora leikkaa z-akselin pisteessi (2x¢, 0) ja y-akselin pisteessé (0, 2/z0).
Kolmion S; ala on siis (1/2)2z¢(2/x¢) = 2. Kolmioiden S; ja Sa leikkauk-
sen ala on siis enintdén 2. Valitaan P siten, ettd P:n kautta piirretty tan-
gentti sivuaa yksikkdympyrad. Jos nyt Q on timé sivuamispiste, pisteen P
kautta hyperbelille zy = 1 ja pisteen @ kautta yksikkdympyrille piirretyt
tangentit yhtyvat. Télloin kolmio S7 on sama kuin Sy ja nédiden leikkauk-
sen ala on siis 2. Kysytty maksimiarvo on siis 2. On myo0s selvid, ettd
jos Sp ei ole sama kuin Ss, niin kolmioiden leikkauksen alan on oltava pie-
nempi kuin 2. Niinpé tangenttien on leikkauksen maksimialan tapauksessa
yvhdyttivé eli niiden leikkauskulma on 0°.

11. Eraassa koodijarjestelméssé sallittuja koodeja ovat kaikki nollista ja ykkosista
koostuvat jonot, jotka alkavat ykkoselld ja joissa ei ole kahta ykkosta
peridkkéin. Kuinka monta enintddn kymmenen merkin pituista sallittua
koodisanaa téssé jarjestelméssi on?

Ratkaisu. Olkoon tdsmaélleen n merkin mittaisten sallittujen koodisanojen
lukumééré c(n) ja enintédén n merkin mittaisten koodisanojen lukumééra
K (n). Téstd médritelmésté on selvid, ettd

K(n) =c(n)+c(n—1)+ - +c(1)

kaikilla n € N.

Olkoon n > 2. Jokainen n merkin mittainen koodisana alkaa merkeilld 10.
Téamén jalkeen voi seurata miké tahansa sallittu enintddn n — 2 merkin
mittainen jono tai myds n — 2 merkin mittainen jono nollia. Niinp&

c¢(n) = Kn-2)+1
= ¢n—2)+cn—3)+ - +¢(1)+ 1

Sijoittamalla tdhén kaavaan luvun n paikalle n + 1 saadaan

cn+l)=cn—-1)+cn—2)+---+c(1)+1;
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vihentdmailld ndmé yhtdlot toisistaan todetaan, ettéd luvuilla ¢(n) pétee
rekursiivinen kaava

c(n+1)—c(n)=c(n-1)

kaikilla n > 2. T#téd rekursioyhtélod on helppo kdyttdd luvun c(n) las-
kemiseen pienilld muuttujan n arvoilla. (Havaitaan myés, ettd luvut c(n)
ovat itse asiassa samat kuin tunnetut Fibonaccin luvut.) Aiemmin tode-
tun yhtélon ¢(n) = K(n — 2) 4+ 1 perusteella voidaan nyt laskea, ettd
K(10) = ¢(12) — 1 = 144 — 1 = 143.

Kutsutaan kokonaislukuvdiliksi mits tahansa joukkoa {i,i+1,...,5—1,7}
missd ¢,7 € N ja ¢ < j. Kokonaislukuvéalin pituus on luonnollisesti erotus
j — i. Masrita kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joilla n? siséltyy johon-
kin kokonaislukuvéliin, jonka pituus on 8n ja joka sisdltdéd tdsmélleen n
neliolukua.

Ratkaisu. Olkoon n € N. Triviaali havainto: n? on n. nelidluku eli koko-

naislukuvili {1,2,...,n% — 1,n?} sisiltdd n nelislukua. Mikéiin kokonais-
lukuvili pituudeltaan n? — 1 ei voi siséltids enempés kuin n neliclukua,
silld nelidluvut ovat tiheimméssé pienten lukujen joukossa.

Perustellaan ja muotoillaan viite nelidlukujen tiheydesta tdsméllisemmin.
Suurin kokonaislukuvélin {i,i + 1,...,j — 1,5} sisdltdmé nelisluku on
(|+/7])?, missd [z] on suurin kokonaisluku n, jolla pitee n < x. Pienin
tdmiin kokonaislukuvilin siséltdmé nelisluku on (|7 — 1] + 1)2. Tésté
voidaan padtelld, ettd kokonaislukuvéli sisaltaa

Wil = (Vi-1+ 1) +1=[j] - [Vi-1]

nelislukua. Jos siis j — 3 = n? — 1, pétee

Vil = [Vi—1] [Vi—1+n?] = |Vi-1]
< Wi-1+Vn?| - |Vi—1]
Vi1 + [Vn?] - [Vi—1]

n.

IN

Tamé todistaa alemman véitteen.

On siis osoitettu, etti jos kokonaislukuvélin pituus on n?—1 (tai vithemmén),
niin se siséltdi enintdin n nelislukua. Jos siis 8n < (n —1)% — 1, n? ei voi
siséltyd mihink&an kokonaislukuvéliin, jonka pituus on 8n ja joka siséltéaé
n nelidlukua. Ratkaisemalla epayhtélostd n saadaan

gn<(n—12-1 <= 1m<n? <= 10<n.
Tehtavan ehdot toteuttavia lukuja voivat siis olla vain ne n, joilla 1 < n <
9.
Tarkastelemalla tapaukset erikseen todetaan, ettd mahdollisten n joukko
on {3,4,5,6,7,8}.

Todista, ettd kaikilla n € N pétee seuraava binomikertoimia koskeva sum-

makaava: .
3 k2 (Z) = n3""!
k=1



14.

15.

Ratkaisu. Kaikilla x € R ja n € N pétee tunnettu Newtonin binomikaava
" /n
14 2)" = k.
(o)=Y ( k) .
k=0
Derivoimalla tdmé kaava puolittain saadaan
" /n
n(l+z)" ! = kbt
arart =3 (7)
k=1
pyydetty summakaava saadaan tésta sijoittamalla z = 2.

Onko olemassa kolmannen asteen polynomia P(z), jolla on tasan kolme
eri reaalijuurta r; < ro < r3 ja jonka derivaatalla pétee

P’ (“ ;r”') — P (TQ;””?’) — 07

Ratkaisu. Olkoon P(z) mielivaltainen kolmannen asteen polynomi, jolla
on kolme eri reaalijuurta ry < ro < rs ja jonka 3. asteen termin kerroin
on a # 0. Kirjoitetaan P(z) juurimuodossa ja derivoidaan se.

Plz)=a(z—m)(z—ro)(x —1r3) =

P'(z)=a(zx —r)(x —r3) +alx —r)(x —r3) +alx —r)(z — 1)

Sijoitetaan derivaattaan arvo (rq +rq)/2:

p’ 1+ T2 o rm—ry (14T —Tr1+ry (T4 T2
2 - p ) teTy 2

—Tr1+7rer — 72
2 2

2
ro— 711
—a
(")

Koska a # 0 ja r1 < ro, pitee P'((r1 + r2)/2) # 0. Néin ollen vaaditut
ehdot toteuttavaa polynomia ei voi olla olemassa.

+a

Olkoon p alkuluku. Todista, ettd polynomi xz* — px + p on jaoton koko-
naislukukertoimisten polynomien joukossa, eli etté sité ei voi jakaa kahden
kokonaislukukertoimisen polynomin tuloksi.

Ratkaisu. Rationaalilukujuurikokeella todetaan, ettd tehtédvan polynomin
ainoat mahdolliset kokonaislukujuuret ovat 1, &p. Kokeilemalla selvi&a,
ettd mikdan néista ei ole juuri. Polynomia ei siis voida esittdid ensimméisen
ja kolmannen asteen kokonaislukukertoimisten polynomien tulona.
Oletetaan, ettéd tehtdvan polynomi voidaan esittdéd kahden kokonaisluku-
kertoimisen toisen asteen polynomin tulona eli ettd on olemassa kokonais-
luvut a, b, ¢ ja d, joilla pétee

t—pr+p = (@ Hax+b)(z?+cx+d)
2t + (a4 )2 + (b + ac+ d)z? + (ad + be)z + bd.

10



16.

Kertoimia vertailemalla saadaan yhtéaloryhméa
a+c=0, b+ac+d=0, ad+bc=—-p, bd=np.

Todistetaan, ettd tilla yhtaloryhmélld ei ole kokonaislukuratkaisuja. Sijoi-
tetaan ensimmaéisestéd yhtélostd saatava ¢ = —a kolmeen muuhun; ryhmé
saa muodon

b+d=a* alb—d)=p, bd=np.

Ensimmaéisestd ja viimeisestd yhtédlosta todetaan, ettd sekd b ettd d ovat
positiivisia; koska p on alkuluku ja muuttujat kokonaislukuja, viimeisen
yhtélon nojalla joko b tai d on arvoltaan p ja toinen on 1. Ensimmé&inen
yht#lo saa siis muodon p 4+ 1 = a?. Toisaalta keskimmdisesté yhtilosta
nahdéén, ettd a jakaa alkuluvun p; a on siis £1 tai £p. Tamé on selvésti
ristiriidassa yhtilon p + 1 = a2 kanssa.

n ,x

_ €
In:e " ?dx

1 x

kaikilla n € N, n > 2. Osoita, ettd on olemassa vakio C' > 0, jolla pétee

Olkoon

I, < C aikilla n > 9.
n

Ratkaisu. Tarkastellaan integroitavaa funktiota f(z) = /2. Sen deri-
vaatta on

, e e

@) = Pl
2T —2

= € .

Havaitaan, ettd derivaatta on ei-negatiivinen, kun x € [2, 00[. Tdmé tar-
koittaa, ettd f(z) on tilld véililld kasvava. Niinpéd funktion f(x) maksi-
miarvo valilld [2,n] on f(n). Jaetaan tehtdvin integraali véleille [1,2] ja
[2,n] ja arvioidaan jilkimméisen vilin integraalia vilin pituuden ja in-
tegroitavan funktion maksimiarvon tulolla:

n e:{;
I, = e —dz
1 :L,

2 =z n _x
_ e _ e
= e " —de—l—e " —2dx
1 X 2 T

en

2 x

e
< e | Zder+e(n-2)—
e/leJ:e(n )

n2
2
_ e n—2
= e " —Qd:)s—i— 5
1 T n

Vililld [1, 2] voidaan kiyttiid karkeaa arviota e®~"/x? < €27"; saadaan

2
-2
/ ez "dx + i
1

n2

L,

IN

n—2

_ 2—n
= e —+ 5

n

11



Eksponenttifunktion tiedetddn kasvavan nopeammin kuin mink&én poly-
nomin. Niinpé termille e2=" = €2 /e" 16ytyy varmasti muotoa A/n, missi
A > 0, oleva yldaraja. Esimerkiksi kaikilla z € R pétevastd tunnetusta
epiyhtilosti 142 < e® voidaan pidtelld, ettd e /e™ < e2/(14+n) < e2/n.
Nyt siis

2
e n—2
I, < — —5
n n
ek
T oon n
€2 1 e2+1
< —+ == .
n n n

Luku C = €2 + 1 toteuttaa siis tehtiviissi vaaditun ehdon.

. Olkoon (a,)%%, jono reaalilukuja, jolla a; =1 ja

3an+17a'” =1 —+ kalkllla n e N.

n —4
Mééaritd pienin n > 1, jolla a, on kokonaisluku.

Ratkaisu. Olkoon n € N. Kirjoitetaan jonon (a,)5>; méarittavé rekursio-
yvhtélo kaikille 1 < k < n.

5
az—a1  _ 1
3 Jr5-1—4
5
3%7%2 = 14—
+5-2—4
5
an+1—an  — |
Jr5n—4

Kertomalla ndmé yht&lot puolittain toisillaan saadaan mééritettyd jonon
jésenelle a,4+1 eksplisiittinen kaava:

) ) 5 )
onpiman = (42 ) (12 ) () (14—
5 (+5n—4>(+5(n—1)—4) <+5-2—4>(+5-1—4)
- on +1 S5(n—1)+1 5-241 5-14+1
 \bn—4)\5(n—-1)-4 5.2—4)\5-1-4
Koska 5(k — 1) + 1 = 5k — 4 kaikilla k, supistuu yht#lon oikealta puolelta
pois kaikki paitsi (5n 4 1)/(5 — 4); saadaan siis

30ntt =3 (5n + 1) = 3(5n + 1).

Jotta a,, olisi kokonaisluku, on siis luvun 3(5(n—1)+1) = 3(5n—4) oltava
luvun 3 potenssi. Tutkimalla kolmosen potensseja todetaan, ettd 3* = 81
on pienin ykkostd suurempi muotoa 5n—4 oleva kolmosen potenssi. Talloin

n = 17, eli pienin ykkostd suurempi indeksi, jolla a,, on kokonaisluku, on
17.
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18. Tarkastellaan positiivisten kokonaislukujen osituksia eli esityksiéd toisten
positiivisten kokonaislukujen summina. Ositukset ovat samoja, jos niissi
esiintyvét yhteenlaskettavat eli osat ovat samat; osien jérjestykselld ei siis
ole viliad. Listataan esimerkkiné luvun 5 kaikki eri ositukset:

5 = 5
= 441
= 3+2
= 3+1+1
= 2+2+1
= 2+1+1+1
= 1+1+1+1+1

Miééritelliin Pg(n) luvun n niiden ositusten lukuméiiriiksi, joiden jokai-
nen osa on pienempi tai yhtisuuri kun k. Olkoon P¥(n) luvun n niiden
ositusten lukumééré, joissa on enintdén k osaa. Esimerkistd havaitaan,
ettd Py (5) = P*(5) pitee kaikilla mahdollisilla km arvoilla. Todista, ett#
tdma pétee yleisesti, ts. ettd

Pi(n) = P¥(n) kaikilla n,k €N, k <n.

Ratkaisu. Olkoon n € N. Luvun n mielivaltainen ositus voidaan aina
jirjestdd siten, ettd ensin kirjoitetaan suurin osa, ja seuraavat osat kir-
joitetaan laskevassa jérjestyksessé; ositus, jossa on k osaa voidaan siis
kirjoittaa muodossa

n=a +az+- -+ ag,

misséd luvut a; ovat positiivisia kokonaislukuja ja a; > as > -+ > ag.
Esitetddn néin jérjestetty ositus koordinaatistossa vérittamallda kokonais-
lukukoordinaattiset pisteet

(1,1),(1,2) - (1,a1)
(27 1)7 (2a 2) T (27 a?)
(k,1),(k,2) - (K ak).

Esitetdédn esimerkkiné luvun 11 ositus 11 =5+4+1+ 1.

13



19.

Lukemalla tdmé graafinen esitys tulkitsemalla x- ja y-akselit toisinpéin -
siis peilaamalla esitys suoran y = x suhteen - kuva esittddakin luvun 11
ositusta 11 = 4 + 2 + 2 4+ 2 + 1. Ositus, jonka suurin osa oli 5 muuttui
siis peilattuna ositukseksi, jossa on 5 osaa. On selvéd, ettd tAmé menettely
toimii yleisesti - graafisen esityksen peilaus suoran y = x suhteen antaa siis
yksikésitteisen vastaavuuden luvun n niiden ositusten joukon, joissa on k
osaa, ja niiden ositusten joukon, joiden suurin osa on k, vilille. Tehtdvéin
véite seuraa tésté.

Olkoon M > 0 mielivaltainen ja f : [0,2] — R jatkuva funktio, jolla
pitee |f(z)] < M kaikilla z € [0,2]. Méadritellddn funktiojono (f,)S2,
rekursiivisesti asettamalla f; = f ja

T
fra) = [ oy
0
kaikilla n > 1 ja x € [0, 2]. Osoita, ettd

lim f,(z) =0 kaikilla z € [0,2].

n—oo

Ratkaisu. Pyritdén arvioimaan funktioiden f,, itseisarvoja. Funktion f; =
f itseisarvon yldrajan perusteella tiedetéén, ettd

/ ’ fl(t)dt‘ < | LA
< /Odeth.

|f2(2))|

Taté integroimalla saadaan yldraja funktion f3 itseisarvolle:

I ﬁ(t)dt\ < [ 10l
/Ox Mazdt = %x?

Menettelya toistamalla voidaan péételld epayhtalo

M n—1
| fn(2)] < mx :

| f3(2)]

IN

Edelléd todettiin jo, ettd epayhtilo pétee, kun n = 1,2; jos se pétee, kun

n = k, niin
T xT d
‘/0 fk(t)dt‘ S/O | (t)]dt

x
M k—1 M k M k
R phlgr = gk = gk,
/0 *k—1)" k-_Dk" ~ BT

| fet1(2)]

IN

epayhtélo siis patee myos, kun n = k + 1. Induktioperiaatteen mukaan
epayhtdlo siis pétee kaikilla n € N. Néin ollen

M

CER

[fn(2)] <

14



20.

kaikilla = € [0,2] ja n € N. Koska 2"71/(n — 1)! — 0 kun n — oo, on siis
oltava
lim f(z) =0
kaikilla x € [0, 2].
Olkoon ¢(n) yhtélon
> +y*=n

sellaisten ratkaisuparien (x,y) lukuméiiri, misséd x ja y ovat positiivisia
kokonaislukuja. (Merkinté (x,y) viittaa jirjestettyyn pariin, eli (z,y) ja
(y,x) ovat eri ratkaisut, jos = # y.) Osoita, etta

q1) +4q@)+---+4q(n)

. m
lim = —.
n—00 n 4

Ratkaisu. Olkoon n € N. Tarkastellaan kaikkia kokonaislukupareja (z,y),
jotka ratkaisevat jonkun yhtaloista

$2+y2:]€,

missd k € N, 1 < k < n. Méaaritelmén mukaan téllaisia kokonaislukupareja
on yhteensd ¢(1) + ¢(2) + - - - + g(n) kappaletta. Sijoitetaan kokonaisluku-
parit koordinaatistoon. Havaitaan, ettd kyseessd ovat kaikki ensimméisen
neljinneksen kokonaislukukoordinaattiset pisteet, jotka siséltyvét origo-
keskiseen /n-siteiseen ympyraén. Tulkitaan jokainen koordinaatistoon si-
joitettu pistepari 1-sivuisen nelién, jonka sivut ovat koordinaattiakselien
suuntaiset, oikeaksi yldkulmaksi. Pinta-aloja vertailemalla paddytadn to-
teamaan epiayhtilo

q(1) +q(2)+ - +q(n) < %\/52 = %n.

Jos taas piirretéiin origokeskinen /n — 1-séiteinen ympyri, havaitaan etti
edelldmainitut neliot yhdessé peittavit koko tdmén ympyrén ensimmaéiseen
neljannekseen sijoittuvan osan. Niinpa

™

T (V=12 <a() +q(2) + - +q(n).

Yhdistamallda namé epédyhtdlot ja jakamalla luvulla n saadaan kaksoi-
sepayhtalo

rno2yntl ) +a@) - +a)

<
4 n n

NE

Tehtévan viite seuraa, kun annetaan n — oo.
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