Pythagoraan polku 2004
Malliratkaisuja

Tehtava 1. Ratkaise reaalilukujen joukossa yhtdald

3 T
\/er\/Ef\/scf\/E:?/m.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd x on yhtdlon ratkaisu. Jotta yhtalo olisi mielekés, on oltava x > 0. Kerrotaan yhtalo
puolittain luvulla \/x + \/z: saadaan

() () ()3

eli

T+ T — x2—x:§\/§
eli )
Va2—xz=z—- =\

Kun tama yhtalo kerrotaan puolittain itselladn, saadaan

1
x2—x=x2—x\/§+ix,

5
josta /r = = 6 Kun tdma z:n arvo sijoitetaan alkuperaiseen yhtaloon, yhtdlon molemmista puolista
1 25
saadaan 5\/5 Yhtalo toteutuu, ratkaisu on siis z = 6 O]

Tehtava 2. Ratkaise yhtdilé

5+6z| 150—7
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Merkintd |x] tarkoittaa suurinta kokonaislukua n, jolle n < z.

Ratkaisu. Jos x on yhtélon ratkaisu, niin

15x—7<5—|—6x 152 — 7

< 1,
5 - 8 5 +
joka sievenee muotoon
41 9z < 81
10~ =10
ja edelleen
1 152 -7 13
30 5 — 10
15z —
Liséaksi x on kokonaisluku, joten
152 -7 15z — 7
= O t 1 - 1.
5 Y T
Siis  voi olla — tai —. Kumpikin mahdollinen z:n arvo myds toteuttaa yhtalon. O
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Tehtava 3. Olkoot a > 0, b ja ¢ reaalilukuja, joille

a b c
—_—t— 4+ —=0
m+2 m+1 m

jollain positiivisella luvulla m. Osoita, ettd yhtalolld
ar’ +br+c=0

on ratkaisu xg, jolle pdtee 0 < x¢ < 1.



Ratkaisu. Olkoon f(z) = ax? + bx + c. Oletuksen nojalla
f m _ am? n bm fe—m am n b n <
m+1) (m+1)2 m+1 B (m+1)2 m+1 m

m<<maf1>2 - mi2) = D <"

Jos ¢ >0, f(0) = ¢ > 0, joten f:lla on nollakohta valilla (O, nj_1> Jos ¢ < 0, niin
m

m+1 m+1 m+1

(m+ 1) a n b n c a n b +c
= {m —_ _—
m+1 m+1 m+1 m+2 m+1 m

f(1)=a+b+c:(m+1)( a b . _c )

a c
=(m+1 — > 0.
( )<(m—|—1)(m—|—2) m(m+1))
Yhtalolld on téssé tapauksessa juuri vililla <m7 1). O
m+1

Tehtéva 4. Osoita, etti 1 048 576 on ainoa kokonaisluku valilld [1 000 000, 2 000 000], jota ei voida ilmaista
kahden tai useamman perdkkdisen positiivisen kokonaisluvun summana.

Ratkaisu. Kaikki yhtd suuremmat parittomat positiiviset luvut 2n + 1 voidaan ilmaista kahden perikk&isen
positiivisen luvun summina n + (n 4+ 1). Merkitddn z:114 lukua, jota ei voida esittdd. Koska x on parillinen, se
on yhdistetty luku: x = pg missé p ja ¢ ovat kokonaislukuja. Olkoon z:n suurin alkutekijé p. Jos p > 2, niin p
on pariton koska kaikki kakkosta suuremmat alkuluvut ovat parittomia. Siis p = 2n + 1 jollakin kokonaisluvulla
n. x voidaan ilmaista muodossa

r=pg=q2n+1)=(@q—-n)+(g—n+1)+---+qg+- -+ (g+n).

Siksi ainoa mahdollinen z on sellainen yhdistetty luku, jossa ei ole parittomia alkulukutekijoité, eli luvun 2 jokin
potenssi. Annetulle vilille niitd osuu vain yksi, 220 = 1 048 576. Osoitetaan vield, etté titd lukua ei voi ilmaista
kahden tai useamman kokonaisluvun summana. Olkoon n perékkaista positiivista kokonaislukua, a+1...a+n,
n > 2. Naiden summa on

(a+1)+~~+(a+n):an+n(n+l)/2:%~n-(2a+n+1).

Jos n on pariton, tulo siséltdd parittoman tulontekijan n. Jos n on parillinen, tulo sisdltdd parittoman tulonte-
kijdn 2a 4+ n + 1. Siten summa ei voi olla arvoltaan sama kuin luvun 2 jokin potenssi, joka selvistikdén ei sisélla
parittomia lukuja tulontekij6ina. O

Tehtava 5. Taululle on kirjoitettu kymmenen kokonaislukua, joista jotkin voivat olla samoja. Kun lasketaan
kaikki mahdolliset yhdeksin luvun summat, tuloksina saadaan seuraavat yhdeksin (!) lukua: 2000, 2001, 2002,
2008, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009. Mitkd luvut taululle on kirjoitettu?

Ratkaisu. Olkoot taululle kirjoitetut luvut suuruusjirjestyksessi n; < ng < --- < njq, ja olkoon S = ny +no +
-+ + nyo. Kun lasketaan yhteen kaikki luvut paitsi n;, saadaan S — ni, jne., joten kaikkien yhdeksén luvun
summien summa on

(S=n1)+(S—n2)+ -+ (S —np) =105 - 5§ =98.
Luetelluista yhdekséstd summasta tdsmélleen yhden on esiinnyttéivi kaksi kertaa; olkoon se x. Silloin
95 = 2000 + 2001 + 2002 + 2003 + 2005 + 2006 + 2007 + 2008 + 2009 + x.

Téaten
0=2+3+4+5+7+84+0+1+2+z (mod?9)

eli
x=4 (mod?9),

joten on oltava x = 2002. Siten

95 = 2000 + 2001 + 2 - 2002 + 2003 + 2005 + 2006 + 2007 + 2008 + 2009 = 20043

eli S = 2227. Vahentamalld S:std mainitut yhdeksidn luvun summat saadaan alkuperdiset luvut: 218, 219, 220,
221, 222, 224, 225, 225, 226 ja 227. O



Tehtéva 6. Olkoon L muotoa 4n + 1 olevien luonnollisten lukujen joukko:
L={1,5,9,13,17,...}.

Sanotaan L:n alkiota p L-alkuluvuksi, jos p > 1 eikd p:td voida esittdd pienempien L:n alkioiden tulona.
Etsi L:n alkio, jonka voi esittid ainakin kahdella eri tavalla L-alkulukujen tulona (jdrjestyksen vaihtaminen ei
tietenkddn riitd).

Ratkaisu. Tunnetusti “tavalliset” alkuluvut ovat muotoa 4n £ 1. Valitaan neljad alkulukua muotoa 4n — 1, esi-
merkiksi 3, 7, 11 ja 19. Niistd minka tahansa kahden tulo on muotoa 4n + 1, joten se kuuluu L:4&n ja on jopa
L-alkuluku, koska sen tekijoistd mikdén ei ole L-alkuluku. Siis luvulla 4389 = 3 -7 -11-19 on ainakin kolme
esitystd L-alkulukujen tulona:

4389 =21-209 = 33-133 =57 - 77.

O

Tehtéava 7. Olkoot suunnikkaan kirjet A, B, C ja D. Siirretidn ldvistijé AC suuntansa sdilyttien alkamaan
pisteestd B ja tdiydennetddn tdmdn sivun ja ldvistdjin BD aloittama suunnnikas. Osoita, ettd sen ala on tds-
mdlleen kaksi kertaa alkuperdisen suunnikkaan ala.

Ratkaisu. Olkoot suunnikkaan sivut a ja b, lavistdjat ¢ ja d. Talloin 1avistéjistd muodostetun suunnikkaan ala

on ) )
+d
¢ =a® + b

cdsiny < ed <

(Téssé v on sivujen vélinen kulma). Olkoon suunnikas ABCD. Kun siirretdédn AC alkamaan pisteestd B, olkoon
sen uusi paitepiste C’. Uusi suunnikas olkoon siis C'BDA’ ja sen lavistijien leikkauspiste on C. Talloin viite
seuraa yhdenmuotoisista kolmioista, eli ABD = BDC = C'A’'C ja BC'C = DCA’ = ABC = ACD. O

Tehtava 8. Kolmion sivujen pituudet ovat a, b ja c, ja sivuja vastaan piirretyt korkeusjanat ovat hy, hy ja he.
Oletetaan, ettd a > b. Osoita, ettd a + hg > b+ hy. Milloin pdtee yhtdsuuruus?

Ratkaisu. Jos kolmion ala on A, niin ah, = bh, = 2A. Néiin ollen

24  2A 2A
he)—(b+h)=a—-b+———=(a—b)(1—— ).
(@) =@t o=+ 20 - 2@ (1-25)
Koska 24 = absin~y > ab (y on a- ja b-sivujen vélinen kulma), tulon jalkimmé&inenkin tekija on ei-negatiivinen,
ja vaite patee. Yhtasuuruus vallitsee, jos joko a = b tai siny = 1 eli v = 90°. Yhtdsuuruuteen riittda kolmion
tasakylkisyys tai suorakulmaisuus. O

Tehtava 9. Kuution projektio sen avaruusldvistijid vastaan kohtisuoralle tasolle on kuusikulmio. Onko se
sadnnollinen? Laske kuusikulmion pinta-ala, kun kuution sdrmdn pituus on s.

Ratkaisu 1. On sdanndllinen. Sen voi osoittaa symmetriaan vedoten tai asettamalla kuutio koordinaatiostoon
ja projisoimalla jokainen sen kérkipiste tasolle x +y+ 2z = 0, joka on kohtisuorassa avaruuslavistajaa s(i+ j+ k)
vastaan, tai jakamalla origosta kuution kérkipisteisiin menevat vektorit komponentteihin, joista toinen on vek-
torin ¢ + j + k suuntainen ja toinen sitd vastaan kohtisuora. Jos kuution sdrmén pituus on s, on kuusi-
kulmion sivun pituus &/2/?. Kuuden tasasivuisen kolmion pinta-alojen summana kuusikulmion alaksi tulee

6(v3/4)(s1/2/3)* = V3 5>, D

Ratkaisu 2. Sdannollisyys kuten edelld. Projektion pinta-alan laskemiseksi todetaan, ettd kun kuutiota katso-
taan avaruuslivistijin suunnassa, siité nikyy kolme nelién muotoista tahkoa, joista kunkin ala on s2. Tahkon
ja avaruuslivistdjin vilinen kulma lasketaan pistetulon avulla: avaruuslivistdji on vektorin (1,1, 1) suuntainen
ja tahkon livist#ji esimerkiksi vektorin (1,1, 0) suuntainen, joten kulman kosini on 2/(v/2-v/3) = v/2//3. Kul-
man sini on siten 1/ V/3, joten tahkon projektion pinta-ala on s / V3. Koska tahkoja nikyy kolme, koko kuvion
pinta-ala on V3 - 52 O

Tehtava 10. Naparetkeilija X lihtee liikkeelle Helsingisti (60° pohjoista leveyttd) edeten koko ajan tasaisella
nopeudella v kohti koillista. (Oletetaan Maapallon siteeksi R.) Kuinka kauan retkeilijiltd kestdd padsta pohjois-
navalle?

Ratkaisu. Retkeilijin nopeus voidaan jakaa kahteen pituudeltaan yhtd suureen komponenttiin, joista toinen
osoittaa suoraan pohjoiseen ja toinen itd&n. Né&in retkeiliji etenee kohti pohjoista nopeudella v, = v/ V2 ja

matkaan kuluva aika on

8 _ 30 2v2rR  V27R
v, 3600 v 6v




Tehtava 11. Todista, ettd jos kolmion korkeusjanojen leikkauspiste peilataan kolmion sivun (tai sen jatkeen)
yli, kuvapiste on kolmion ympdri pitrretylla ympyralld.

Ratkaisu. Olkoon kolmio ABC' ja korkeusjanojen leikkauspiste P. Olkoon pisteestd A ldhtevin korkeusjanan
kantapiste A’, vastaavasti maéritellain B’ ja C’. Olkoon AA":n ja ABC':n ympéri piirretyn ympyran leikkauspiste
P’. Osoitetaan, ettd P’ on A:mn kuva peilauksessa BC:n yli.

Samaa kaarta vastaavina kehikulmina /CBP' = ZCAP'. ZA'CA on joko sama kulma kuin Z/BCB’ tai
sen ristikulma, joten ZA'CA = ZBCB’. Téten suorakulmaiset kolmiot A’/C'A ja BC'B’ ovat yhdenmuotoiset
ja ZCAA' = /B'BC. Koska /CAP' = /CAA’, niin Z/CBP' = /B’'BC. Siis suorakulmaiset yhteisen sivun
omaavat kolmiot A’BP’ ja A’ BP ovat yhtenevét, yhtenevien kolmioiden vastinosina BP’ = BP ja P’ on P:n
kuvapiste peilauksessa BC'n yli. O

Tehtava 12. Kuvassa on viisi ensimmdistd kuviota ddrettémdstd kuvioiden jonosta, jossa ensimmdisend olevan
kolmion sivun pituus on s. Kuvioiden pinta-alat ja piirit muodostavat kaksi lukujonoa. Mddritd lukujonojen raja-

A
LA

Ratkaisu. Alkuperdisen kuvion piiri on 3s. Jokaisessa vaiheessa kuvion piiri kaksinkertaistuu. Kuvioiden pii-
rit muodostavat geometrisen lukujonon, joka hajaantuu, koska perdkkiisten termien osaméirén itseisarvo on
suurempi kuin yksi.

Alkuperiiinen kuvion pinta-ala on (v/3/2)s2. Jokaisessa vaiheessa kolmio korvataan kuudella kolmiolla, joista
jokaisen sivun pituus on kolmasosa korvattavan kolmion sivun pituudesta. Uusi ala on siis (6v/3/2)(s/3)? eli
kaksi kolmasosaa korvattavan kolmion alasta. Saadaan geometrinen lukujono, joka suppenee kohti nollaa, koska
perakkiisten termien osamé&érén itseisarvo on pienempi kuin yksi. [

Tehtava 13. Kumpi on suurempi, e™ vai w¢? Perustele!

Ratkaisu. Koska logaritmin otto ja positiivisella luvulla jakaminen sailyttévit kahden positiivisen luvun suu-
ruusjarjestyksen, on x¥:11a ja y”:11a sama suuruusjirjestys kuin ylnax:11a ja xlny:ll4d, ja edelleen sama, kuin
7 n2:lE ja y~ ! Iny:lla.

Tutkitaan siis funktiota F(x) = 2! Inx vililld |0, co[. Saadaan F'(z) = —x ?Inz+z ta~ ! = 272(1 —Inx).
Derivaatta on positiivinen, kun Inx < 1 eli < e, ja negatiivinen, kun Inx > 1, eli x > e. Siis F' on kasvava,
kun =z < e, ja vihenevd, kun x > e. Taten F saavuttaa suurimman arvonsa kohdassa e, joten erityisesti
e !lne > nlInm, ja siis e™ > 7°. O

1 Az
/ e
-1 1+€>\$

Tehtava 14. Osoita, ettd integraalin

arvo el riipu parametrista .

Ratkaisu 1. Integraali voidaan hajottaa osiin

0 eAa: 1 6)\:1: 1 e~ AT 1 e
/ 7@“/ %dz:/ fder/ B
1 1 + 6)\“8 0 1 + e)‘"‘ 0 1 + e_>\1 Jo 1 + e>\J'

1 1 Az 1 Az
1 e 1+e
= —d ——dx = —dz =1.
/0 N1 “/o Te /0 A1

Ratkaisu 2. Olkoon )\ # 0. Muuttujanvaihto e** =t =z = A~'In(t) = dz = A~!dt/t, ja uudet integroimis-
rajat ovat e**. Siis kysytty integraali on

O

e>\

A
v odt 1 dv 1 A _
AR =37t ¥ AR et (LURRS B UE)

1 1
= X(ln(l +e*) —In(e e + 1)) = X(ln(l +e*) —In(e ™) —In(e* + 1))
1 -
= X(—ln(e M =1
Jos A = 0 saadaan suoraan integroimalla sama tulos. O



Tehtava 15. Tarkastellaan suorassa kulmassa olevaa kulmausta, jossa kaksi kiytdvdda kohtaavat. Toisen kaytd-
van leveys on x ja toisen y. Kdytdvastd toiseen halutaan kuljettaa vaakatasossa hyvin ohut, suora keppi. Kuinka
pitkd keppi voi korkeintaan olla, jotta tdmd on mahdollista?

Ratkaisu. Tiukimmillaan kepinkuljetus on tilanteessa, jossa keppi koskee kiytdvinmutkan sisdkulmaa, ja sen
molemmat péit koskevat kiytédvien seinid. Olkoon kepin ja z-levyisen kdytdvén siséseindn vélinen kulma 6 €
10, w/2[. Télloin (piirré kuval) kepin osuus z-kiytavéssi on x/ cos 0 ja y-kéytéavissé y/ sin 0, eli suurin mahdollinen
téahén asentoon mahtuvan kepin pituus on f(0) = x/ cos 0+y/ sin 6. Tama lahestyy co:td, kun § — 0 tai § — 7 /2.
Tiukimmillaan tilanne on f(6):n (jossakin) minimissd valilld ]0, 7/2[. Derivoidaan:

1 (0) = —m(—sin 6) — g o8 6.
Nollakohta: tan®§ = y/z = tan6 = {/y/z.

Jakamalla yhtlo sin® 6 + cos? @ = 1 luvulla cos? § saadaan tan® 0 + 1 = cos—2 6, josta ratkaisemalla

1 tan? 0
2 .2
0= ——5— 0= ————.
cos 1 +tan?6’ S 1+ tan? 6
Siis derivaatan nollakohdassa cos@ = (1 + (y/2)*/3)71/2 jasin@ = ¢/y/x(1+ (y/x)%/?)~/2, joten

F(6) = e/ 1+ (/)23 + y /e fy 1+ (y/2)3 = e\ J1+ (/)3 + g1+ (a/y)2/5.

T&ama on siis suurin mahdollinen kepin pituus.
Hauskana harjoitustehtdvina voit osoittaa, ettd edellisen kanssa yhtapitdvad on Nurmon lukion joukkueen
ratkaisu (22/3 4- 32/3)3/2, O

Tehtava 16. Osoita, ettd on olemassa sellainen positiivinen irrationaaliluku x, ettd x® on rationaaliluku.

Ratkaisu. Tarkastellaan kuvausta g(z) = 2% = e*1°8%. Helposti todetaan, etti timi on aidosti kasvava, ja kuvaa
vélin [1, co] itselleen. Erityisesti on olemassa x > 1, jolla g(x) = 2% = 2. Osoitetaan, ettd = on irrationaaliluku.

Vastaoletus: © = m/n, missi m,n ovat positiivisia kokonaislukuja. Koska x > 1, niin m > n > 0. Voidaan
olettaa, ettd m/n on supistetussa muodossa, niin etti erityisesti korkeintaan toinen luvuista m ja n on parillinen.
Siis (m/n)™" =2 = (m/n)™ =2" = m™ = 2"n™. Tisti nihdiin, koska n > 0, ettd m™ ja siis m on
parillinen, joten m = 2¢. Siis 2™{™ = 2"n™ = 2™~ ™ = p™. Koska m — n > 0, ndhdéin nyt, ettd n™ ja
siis n on parillinen. T&ma& on ristiriita. O

Tehtava 17. Tutkitaan pintaa, joka syntyy, kun polynomin P(x) kuvaaja vililli 0 < z < R (R > 0) pyordhtid
avaruudessa pystyakselin ympdri. Pyordihdyspinta on “malja”, johon voidaan kaataa vettd, kun oletetaan, ettd
P(z) on parillista ja vihintadn toista astetta, ja ettd sen korkeimman asteen termin kerroin on positiivinen.
Oletetaan lisiksi, etti sen kaikki nollakohdat ovat yksinkertaisia ja sijaitsevat avoimella vililli 10, R[. Merkitddn

a = max{P(z) : x on P:n lokaali minimipiste},
b = min{P(x)
¢ = min{b, P(

:x on P lokaali maksimipiste}, ja
0), P(R)}.

Osoita, etti jos vedenpinnan korkeus katkissa maljan kuopissa on sama h (laskettuna pystyakselin koordinaa-
teissa, et maljan pohjalta!), niin muodostuvan rantaviivan pituus on vakio kaikilla h € Ja, c|.

Ratkaisu. Rantaviiva koostuu ympyroisté, joiden siteet ovat yhtéalon P(x) = h ratkaisuita, eli polynomin P(z)—
h juuria. Kun h on annetulla vililld, ovat kaikki ndmé juuret erillisia ja sijaitsevat vililld |0, R[, ja rantaviivaa
muodostuu z-séteinen ympyra jokaista téllaista ratkaisua kohti. Siis rantaviivan kokonaispituus on

L(h) = 2ma;(h),
i=1

missé x1(h),...,z,(h), ovat kaikki polynomin P(z) — h juuret.

Polynomin Q(z) = anz"™ + an_12" 1 + ...+ a17 + ap (a, # 0) juurten summa on —a, _1/a,, miki seuraa
Q(x):n lausekkeeseen. Koska P on vihintddn toista astetta, nihdddn siis, ettd polynomin P(x) — h juurten
summa on sama, kuin polynomin P(z). Merkitsemalld P:n juurten summaa o:lla, saatiin siis, ettd L(h) = 270
riippumatta h:n arvosta annetulla valilla. O



Tehtava 18. Pythagoraan polun tehtdvinvalintakomitea valitsi itselleen puheenjohtajaa kolmesta ehdokkaasta.
Jokainen komitean 15 jasenestd kirjoitti ddnestyslippuun ehdokkaiden nimet paremmuusjdrjestykseen. Havait-
tiin, ettd 11 lipussa oli asetettu ehdokas A ehdokkaan B edelle ja 9 lipussa ehdokas B ehdokkaan C' edelle.
Ehdokas A vaitti, ettd enemmiston mielipide suosii siten jarjestysta ABC. Ehdokas C protestoi, koska hdnet oli
asetettu 10 lipussa ehdokkaan A edelle. Kuinka monessa lipussa oli ensimmdisend C ¢

Ratkaisu. Merkitdan erilaisten &anestyslippujen lukumééaria seuraavasti:
p: ABC q:ACB r:BAC s:BCA t:CAB u:CBA.

Tehtévan tiedoista saadaan yhtaloryhma

ptqg+t=11
p+r+s=9
s+t+u=10

p+qg+r+s+t+u=15.

Viahentdmalla neljinnestd yhtélostd puolittain kolmas saadaan p + ¢ + r = 5. Vahentamaélla tdmé kahden
ensimmaisen yhtalon summasta saadaan p + s +t = 15. Tam4i tarkoittaa, ettd ¢ = r = v = 0. Vahentamalla
kahden ensimmaéisen yhtélon summasta kolmas saadaan 2p = 10. Helposti ndhd&an, ettd p=5,t =6 ja s = 4.
Siis C:n asetti ensimmaiseksi ¢t + u = 6 ddnestdjia. O

Tehtava 19. Kahden arpakuution tahkoille on kirjoitettu ei-negatiivisia kokonaislukuja. Kun kuutioita heitetddin
ja tulokset lasketaan yhteen, summa voi olla yhtd todenndkdisesti mikd tahansa luvuista 1,2, ..., n. Milld n:mn
arvoilla tamd on mahdollista? Mitkd luvut tahkoille pitdd talloin kirjoittaa?

Ratkaisu. Kahden arpakuution heiton tulosten muodostama tapahtumakenttd koostuu 36 kesken&in yhta to-
dennékoisestd alkeistapahtumasta. Ndiden perusteella voidaan muodostaa tasajakauma joukkoon {1,2,...,n}
ainoastaan silloin, kun n | 36, eli n on yksi luvuista 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18 ja 36. T&ll6in kutakin summan arvoa
vastaa aina ‘;—6 alkeistapahtumaa ja kunkin summan todenndkéisyydeksi tulee % . % = % Muutoin alkeista-
pahtumia ei voida jakaa tasan kaikille summille. Kaikki naistd n:n arvoista voidaan myos toteuttaa esimerkiksi
seuraavin nopin:

n  Kuutioiden pistemaarat n  Kuutioiden pistemé&éarit

1 (0,0,0,0,0,0),(1,1,1,1,1,1) 9 (0,0,3,3,6,6),(1,1,2,2,3,3)

2 (0,0,0,0,0,0),(1,1,1,2,2,2) 12 (0,0,0,6,6,6),(1,2,3,4,5,6)

3 (0,0,0,0,0,0),(1,1,2,2,3,3) 18 (0,0,6,6,12,12),(1,2,3,4,5,6)

4 (0,0,0,2,2,2),(1,1,1,2,2,2) 36 (0,6,12,18,24,30),(1,2,3,4,5,6)

6 (0,0,0,0,0,0),(1,2,3,4,5,6) O

Tehtivi 20. Olkoon m,n € ZT, m+n > 2. Tarkastellaan m x n-ruudukkoa. Alussa vain ruudukon ulkoreunat
on vdritetty. Kaksi pelaajaa valitsee vuorotellen jonkin kahden vierekkdisen tai pddllekkdisen ruudun yhteisen
swwun ja varittad sen. Varitettyja sivuja et saa valita. Jos pelaaja saa vuorollaan jonkin ruudun viimeisen vapaan
stvun varitettyd, saa hdn timdn ruudun. Peli loppuu, kun kaikki sivut on vdritetty, ja voittaja on se, jolla on
enemmdn ruutuja. Milloin aloittajalla, milloin toisella on voittostrategia, kun

(a) m=1,
(b) m ja n ovat parittomia?
[Tehtivin laatijat eivit tunne ratkaisua mielivaltaisten lukujen m ja n tapauksessa.|

Ratkaisu. (a) Osoitetaan induktiolla, ettd aloittaja voittaa, kun n on parillinen, toinen muulloin. Tapaukset
n = 2 ja n = 3 ovat selvié.

Oletetaan, ettd viite on voimassa, kun n < k. Jos k on parillinen, niin aloittaja voi varittdd adrimmaéisen
viivan. Nyt toinen on tilanteessa, josta han induktio-oletuksen mukaan havida.

Oletetaan sitten, ettd k on pariton (tdmé osuus seuraa helpommin b-kohdasta). Jos aloittaja vérittda darim-
maisen viivan, hén saa yhden ruudun, mutta toinen paésee tilanteeseen, jonka hén induktio-oletuksen mukaan
voittaa, ja ruutujen parillisuuden vuoksi vahintdan kahdella, joten aloittaja héviaa.

Jos aloittaja varittdd jonkun etdadmmaélla péistd olevan viivan, hén jakaa ruudukon kahteen eri pariteettia
olevaan osaan. Toinen pelaaja voittaa nyt néistd parillisen, ja koska siiné on pariton méaéra viivoja, on aloittajan
aloitettava pariton osa. Siten aloittaja havida. Induktio on valmis.

(b) Toinen pelaaja voittaa aina peilaamalla aloittajan siirrot ruudukon keskipisteen suhteen. Aina, kun
aloittaja saa ruudun, saa toinen sen peilikuvan seuraavalla siirrollaan. Liséksi hén saa keskimmaéisen ruudun.
(Jos m ja n ovat parillisia, tdmé& strategia johtaa tasapeliin.) O



