Harjoitustehtavat, syyskuu 2011. Haastavammat

Ratkaisuja

1. Osoita, etti polynomia P(z, y) = 2211920 4 1 ei voi kirjoittaa muotoon Q(x)R(y),

missa @ ja R ovat yhden muuttujan polynomeja.
Ratkaisu. Oletetaan, ettii 22011920 +1 = Q(z)R(y). Silloin Q(0)R(y) = 1 kaikillay € R
1

ja Q(z)R(0) = 1 kaikilla z € R. Siis Q(x)R(y) on kaikilla (z, y) € R? vakio

Q(0)R(0)’
Koska P(x, y) selvastikédén ei ole vakiopolynomi, tultiin ristiriitaan, joten vastaoletus on
vadra. — 2. ratkaisu: Jos tuloesitys olisi olemassa, niin Q(z) ja R(y) olisivat paritonta

astetta 2011, joten kummallakin olisi ainakin yksi nollakohta, ja tulolla Q(z)R(y) myos
ainakin yksi nollakohta. Mutta P(x, y) > 0 kaikilla x, y.

2. Toisen asteen polynomi P(x) = ax?® + be + ¢ on sellainen, etti yhtilolli P(x) = z ei
ole reaalilukuratkaisuja. Osoita, ettei mydskddn yhtaldlld P(P(x)) = x ole reaalilukurat-
kaisuja.

Ratkaisu. Jos yhtédlolla P(z) = x ei ole reaalilukuratkaisuja, P(x) —z on samanmerkkinen
kaikilla reaaliluvuilla z. Voidaan olettaa, ettd P(x)—z > 0 kaikilla z. Silloin P(P(z))—z >
P(P(x)) — P(z) > 0 kaikilla reaaliluvuilla x. Yhtélo P(P(x)) = x ei siis toteudu milldén
x.

3. Olkoot a ja b polynomin x> — 6x + 1 nollakohdat. Osoita, etti kaikilla kokonaisluvuilla
n luku a™ + b"™ on viidelld jaoton kokonaisluku.

Ratkaisu. Selvasti a + b = 6, ab = 1. Induktiolla nahdaan, ettd a™ + b™ on kokonaisluku
kaikilla kokonaisluvuilla 7. Ensinnikin a® + 8% = 2 ja a' + b' = 6 Koska a"t! + b7+ =
(a+b)(a™ +b") —ab™ —a"b = 6(a™ +b") —ab(a" "t + b7 1) = 6(a” +b") — (a™ "L +0"71),
induktioaskel voidaan ottaa sekd kasvavien ettd vahenevien kokonaislukueksponenttien

suuntaan. Viidella jaollisuuden tutkimista varten merkitdan x, = a™ + b". Silloin
Tptl = Tp — Tp—1 mod 5. Modulo 5 on siten g = 2, 1 = 1, 20 = -1, z3 = -2,
gy =-—1,25 =1, x4 =2, x7 = 1. Voidaan paatella, etta ry1¢ = xx kaikilla £ > 0. Lahte-

mallé parista (zg, 7) voidaan samoin péatelld, ettd xp_¢ = x kaikilla £ < 1. Mikédén
ei ole jaollinen viidella.

4. Polynomi P toteuttaa ehdon xP(x — 1) = (x — 13)P(x) kaikilla x. Mddarita P.

Ratkaisu. Merkitdan P(z) = P,(z), missd n on P:m eli P, aste. Koska P,(0) = 0,
P,(x) = 2P,_1(x), missd P,_; on jokin astetta n—1 oleva polynomi. Siis zP(z—1) = z(x—
1)P,(z —1) = (z — 13)P,(x), joten P, (1) = 0. Mutta silloin P,_1(1) =0, ja P,_1(z) =
(x —1)P,_2(x) ja Py(z) =x(x — 1)P—2(x). Nyt 2P, (x — 1) =z(z — 1)(x —2)P,_2(x) =
(r—13) P, (x), joten P,(2) = 0. Samoin jatkaen saadaan P,,(3) = P,(4) =...= P,(12) =0
ja Ppy(z) =2(x —1)(x —2) -+ (x — 12) P,_13(x). Kun tdma4 sijoitetaan tehtdvan yhtaloon,
saadaan z(z—1) - (x—13)P,_13(z—1) = (x—13)x(x—1) - - - (x —12) P,,_13(x). Polynomi
P, _13(z) = Q(z) toteuttaa yhtilon Q(z) = Q(x—1) kaikillax ¢ {1, 2, ..., 13}. Polynomi



Q(x) — Q(z — 1) saa arvon 0 ddrettomén monella arvolla z, joten se on kaikkialla = 0.
Jos () saisi kaksi eri arvoa a ja b, se saisi molemmat darettoman monta kertaa. Tama on
polynomille mahdotonta (yhtélolla Q(z) = a on enintdén @:n asteluvun verran ratkaisuja,
ellei @ ole vakio). Siis Q(x) = a = vakio, ja P(z) = ax(x —1)---(z — 12).

5. Luvut a1, as, ..., a, ovat keskenddn eri suuria kokonaislukuja. Osoita, ettd polynomia
(x—a1))?(x—az)? - (x—ap)?+1

et voi kirjoittaa kahden ei-vakion kokonaislukukertoimisen polynomin tuloksi.

Ratkaisu. Tehdién vastaoletus (z — a1)?(z — a2)?- -+ (x — a,)? + 1 = P(z)Q(x), missi
P(x) ja Q(zx) ovat kokonaislukukertoimisia ja ei-vakioita. Silloin P(a;)Q(a;) = 1, i =
1, ..., n, ja koska P(a;) ja Q(a;) ovat kokonaislukuja, on joko P(a;) = Q(a;) = 1 tai
P(a;) = Q(a;) = —1. Jos olisi P(a;) = 1 ja P(a;) = —1, olisi P(x) = 0 jollain a;:n
ja a;m vilissd olevalla luvulla z. Kuitenkin P(z)Q(z) > 1 kaikilla z. Oletetaan, etté
P(a1) = Q(a1) = ... = P(ay) = Q(a,) = 1. Silloin P(z) =1 = (x —a1) --- (v — an) Py (x)
jaQ(r)—1=(xr—ay) - (r—a,)Q1(r). Mutta polynomin P(z)Q(x) aste on 2n, mista
seuraa, ettd Pj(z) ja Q1(z) ovat vakiopolynomeja. Koska P(x)Q(x):n astetta 2n olevan
termin kerroin on 1, vakioiden tulo on 1, ja vakiot ovat molemmat 1 tai —1. Siis kaikilla
ron (z—a))?(x—a)? - (r—an)?+1=(£(x—a1) - (r—ap) +1)(E(x—ay) - (x—
an)+1)=(x—a1)? - (x—an)*+2(x —ay) - (r — a,) + 1. Mutta timi merkitsee, etti
(r—aq)---(x—ay) on 0 kaikilla z. Ristiriital Samaan paadytéaén, jos P(a;) = Q(a;) = —1
kaikillaz =1, ..., n.

6. Mdadriti ne alkulukukolmikot (a, b, c), joille pdtee a(b—c) = b+ c.

Ratkaisu. Koska

b+ 14 2c

CTh e b—c’

(a—1)(b—c) = 2¢. Koska ¢ on alkuluku, a —1 on joko 1, 2, ¢ tai 2¢. Jos a = 2, b = 3¢, eiké
b ole alkuluku. Jos a = 3, b = 2¢, eika b ole alkuluku. Oletetaan, ettd a = ¢ + 1. Silloin
c(b—c) =2celib=c+2. Nyta,bjacovat kolme peridkkéaistd kokonaislukua; téllaiset
luvut eivdt kaikki voi olla alkulukuja. Olkoon sitten a = 2¢ + 1. Silloin 2¢(b — ¢) = 2¢
eli b = ¢+ 1. Ainoat perikkaiset luvut, jotka molemmat ovat alkulukuja, ovat 2 ja 3.
Siis (a, b, ¢) = (5, 3, 2) on ainoa mahdollinen tehtdvén ehdot tayttava kolmikko. Se myds
toteuttaa alkuperéisen yhtalon.

7. Madrita funktiot f : R\ {0, 1} — R, joille pditee

fa gt (125 ) =1 0

11—z

kaikilla © # 0, 1.



.. . X
korvataan x :114, se muuntuu lausekkeeksi
—x — x

Ratkaisu. Kun lausekkeessa

ja kun tassa lausekkeessa x korvataan 114, se muuntuu lausekkeeksi x. Kun tehtavan

1
114, yhtalo muuttuu yhtaloksi
-

(=) () - @
1

ja kun tassa yhtalossa x jalleen korvataan

yhtalossa x korvataan 7

:11&, se muuttuu yhtaloksi

f(x‘1)+ Tl =1 (3)

Kun yhtéloista (1) ja (2) eliminoidaan f ( , saadaan
—z

()
=

) saadaan

ja kun yhtéldista (3) ja (4) eliminoidaan f

1 1 1—2z
(1—§)f(x):1—2— dx

josta ratkaistaan

Téama funktio toteuttaa yhtéalon (1).

8. Kolmiossa ABC on /BCA = 2 - ZABC. Kolmion sisdlld on piste D, jolle patee
BD = DC ja AD = AC. Osoita, ettc /ZBAC =3-ZBAD.

Ratkaisu. Olkoon ZABC = (3, ZBCA = 7 ja
/CBD = ¢. Piirretdan kulman ZACB puolittaja

1
CE. Koska ZECB = 57 = [, kolmio ECB on ta-

sakylkinen. Pisteet E ja D ovat molemmat janan BC'

keskinormaalilla. Kolmiot ABC' ja AC'E ovat yhden-

. AC AB
muotoisia (kk). Siis 15 = AC’ ja koska AC = AD,

AD AB
myos 15— AD . Mutta téasta seuraa, ettd kolmiot ADFE ja ABD ovat yhdenmuotoisia

(sks). Siis LZADE = ZABD = (3 — ¢. Olkoon X janan BC' keskipiste. Koska /DX B =
90°, ZEDB = 90° + ¢ ja ZBDA = Z/ZBDE + ZEDA =90°+ ¢+ 8 — ¢ = 90° + 3. Nyt
/BAD = 180° — ZABD — Z/BDA = 90° — 20 4 ¢. Lisdksi ZADC = ZACB =28 — ¢ ja
siis lopulta ZCAD = 180° —2- ACD =2-90° — 2(20 — ¢) = 2- LZBAD. Tama todistaa
vaitteen oikeaksi.



9. Olkoon

11
P(QL‘) = 1’20 + a2010332010 +---F a2x2 + a1x + ag,

missd kaikki kertoimet ay ovat kokonaislukuja. Olkoon Q(z) = P(x)? — 25. Osoita, ettd
polynomilla Q) on korkeintaan 2011 eri kokonaislukunollakohtaa.

Tehdéén vastaoletus: Q:lla on ainakin 2012 eri kokonaislukunollakohtaa. Koska Q(x) =
(P(x) — 5)(P(z) + 5), ainakin toisella polynomeista P(x) — 5 ja P(z) + 5 on ainakin
1006 eri kokonaislukunollakohtaa. Oletetaan, ettd P(x) — 5:114 on ainakin 1006 eri koko-
naislukunollakohtaa. (Polynomista P(x) + 5 tehtdva oletus hoituu samoin.) Olkoot ne
L1, L2, ..., L1006- Silloin
1006
P(z) =5=5(z) [ ] (¢ - 22), (1)

=1

missé S on jokin kokonaislukukertoiminen polynomi. Nyt jokaiselle kokonaisluvulle a, joka
ei ole P(z) — 5:n nollakohta, patee |S(a)| > 1 ja koska kaikki luvut a — x;, 1 < i < 1006
ovat eri kokonaislukuja ja nollasta eroavia, yhtélon (1) tulolausekkeen itseisarvo on ainakin
|503!|2. Nyt varmasti P(a) +5 = (P(a) — 5) + 10 # 0. Téstd seuraa, ettd jokainen Q:n
nollakohta on P(x) — 5:n nollakohta. Mutta polynomin P(x) — 5 aste on 2011, joten silla
ei voi olla 2012 eri nollakohtaa. Ristiriita osoittaa vastaoletuksen vaaraksi.

10. Pyoradilykilpailu televisioitiin. Jo lahddssda Vikman polkaisi karkeen, ja hantd seurasivat
heti Viklund ja Vikberg. Namda kolme olivat koko matkan muiden kilpailijoiden edella.
Heidan keskindinen jarjestyksensa vaihteli, mutta he eivdat missaan vaiheessa olleet kaikki
kolme rinta rinnan. Juuri loppukirin aikaan ukkonen katkaisi televisioldhetyksen, ja kun
yhteys palasi, kilpailu oli ohi. Turhautuneet katsojat saivat tietdd vain, ettd johtopaikka
vathtoi omistajaa 19 kertaa ja kolmas sija 17 kertaa sekd sen, ettd Viklund jai kolmanneksi.
Kuka voitti ja miksi?

Ratkaisu. Merkitadn lyhyyden vuoksi M = Vikman, L = Viklund ja B = Vikberg. Al-
kujarjestys on M LB. Kun L vaihtaa sijoitustaan kahdesti, han palaa sijalle 2. Koska L
jai kolmanneksi, hdnen on taytynyt vaihtaa sijoitustaan pariton maara kertoja. Sijoituk-
senvaihtoja on yhteensi parillinen maard (36=19+417; jokainen sijoituksen vaihto koskee
joko karkisijaa tai kolmatta sijaa.) Ne sijoituksen vaihdot, joissa L ei ole toinen vaihtaja,
koskevat B:n ja M:n keskinaisia sijoituksen vaihtoja. Koska M oli alussa B:n edella, pa-
rittoman vaihtomaaran jalkeen B on M:n edella. Koska M ei ollut lopussa kolmas, M oli
lopussa toinen ja B eli Vikberg oli voittaja.

11. AD on kolmion ABC keskijana. Piste E on puolisuoralla AD niin, ettd CE1LAD.
Lisiksi ZACE = ZABC'. Todista, ettd AB = AC tai ZBAC on suora.

Ratkaisu. Piirretdan kolmion ABC ympéari ympyrda I'; olkoon O sen keskipiste
ja leikatkoon suora AD ympyran [ pisteessd X. Olkoon ZABC = f ja
/BCE = ¢. Silloin /ZEDC = 90° — ¢ ja /BAX = /BAD = 90° —
¢ — (. Toisaalta oletuksen perusteella /BCA = [ + ¢. Siis ZXCA = 90°.



Mutta tamé merkitsee sité, ettd AX on I':n halkaisija
ja O on suoralla AX. Jos nyt O yhtyy pisteeseen D,
niin BC' on myo6s I''n halkaisija ja ZBAC on suora
kulma. Jos O ei ole D, niin O on janan BC' keski-
normaalin piste. Kolmio, jonka keskijana yhtyy sivun A
keskinormaaliin, on tasakylkinen, joten tassa tapauk- =

sessa AB = AC.

12. Lukujono (ay) mddritelliin ehdoilla a; = 0 ja kai-
killa i > 1 a;41 on joko a1 + 1 tai —a; — 1. (Erds tdl-
lainen jono voisi alkaa 0, 1, 2, 3, —4, =3, 2, =3, ...)

1
Osoita, ettd jonon n:n ensimmdisen termin aritmeettinen keskiarvo on vahintdan —5
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.

Ratkaisu. Koska a?,; = (a;+1)?, niin 2a,+1 = afﬂ —a?. Tisti saadaan "teleskooppinen
summa”
2a1 +1+42a+ 1+ +2a, +1=a’ —ai =a>,, >0,

josta seuraa heti

1( +ag+-tap) > !
—(a1 +a e tap) 2 —=.
n' 2 2

13. Tarkastellaan mitd hyvinsd n-kirjaimista (n > 1) merkkijonoa, jossa on esiintyy enin-
tdan 10 eri merkkid (kuten MATEMATIIKKAKULTAMITALI!N???). Todista, ettd jonon
kukin merkki voidaan korvata yhdelld numerolla niin, ettd eri merkkejd vastaavat eri nu-
merot, ensimmdainen numero et ole 0 ja syntyvd n-numeroinen luku on jaollinen yhdeksalld.

Ratkaisu. Tunnetusti luku ja sen numeroiden summa ovat kongruentteja mod 9 ja mod 3.
Jotta synnytetty luku olisi jaollinen 9:114, sen numeroiden summan on oltava jaollinen
yvhdeksilla. Tahan ominaisuuteen eivat vaikuta luvun numeroissa olevat nollat eivatka
yvhdeksikot. Tarvittaessa 0 ja 9 voidaan vaihtaa, jotta ensimmaiseksi numeroksi saadaan
muu kuin nolla. Menetelldan nyt seuraavasti. Jos merkkijonossa on alle 10 eri merkkia,
lisataan siihen tarpeellinen maara 0 kertaa esiintyvia merkkeja. Valitaan jokin merkki, joka
esintyy jonossa q kertaa, korvataan se numerolla 9 ja korvataan muut yhdeksian merkkia
mielivaltaisella tavalla numeroilla 0, 1, ..., 8. Nain syntyy jokin luku z. Olkoon sitten
s(z) se luku, joka saadaan z:sté, kun 0:t vaihdetaan numeroiksi 1, 1:t numeroiksi 2, jne.,
ja viimein 8:t numeroiksi 0. Muunnoksessa n — ¢ = d numeroa on kukin kasvanut 1:114
mod 9, joten s(x) = x + d mod 9. Vastaavasti s(s(z)) = s%(z) = x + 2d mod 9 ja
si(x) = x + jd mod 9. Jos nyt

x4+ jd =0mod 9 (1)

jollain j, on loydetty merkkien ja numeroiden vastaavuus, jolla merkkijonoa vastaava luku
on jaollinen 9:11a. Jos d ei ole kolmella jaollinen, luvut d, 2d, 3d, ..., 9d ovat pareittain
epakongruentteja mod 9. Téssd tapauksessa kongruenssilla (1) on ratkaisu. Oletetaan
sitten, etta kaikki jonkin merkin korvaamiset 9:11a johtavat tilanteeseen n — ¢ = 0 mod 3.



Jokaisen jonossa esiintyvan merkin esiintymislukumaara on silloin = n mod 3. Tama mer-
kitsee, ettd miten tahansa merkit numeroilla korvataankin, syntynyt luku  on kongruentti
luvun n(0+1+---+9) kanssa mod 3. Mutta 1 +24---+ 9 = 45 on jaollinen 3:1la, joten
x:kin on. Téssé tapauksessa kongruenssi (1) voidaan jakaa 3:lla: haetaan

= 0 mod 3.

Wl

T
3 J

d
Samoin kuin edelld, todetaan, etta talla kongruensilla on ratkaisu aina, kun — ei ole jaol-

linen 3:lla eli kun d ei ole jaollinen 9:1la. Jaljelle jaa tapaus, jossa kaikki tietyn merkin
korvaamiset 9:114 johtavat tilanteeseen n —q = 0 mod 9. Silloin jokaisen merkin esiintymis-
ten méara jonossa on = n mod 9. x on silloin kongruentti luvun n(0+1+---+9) = 45n =0
kanssa mod 9, eli x on yhdeksalla jaollinen miten tahansa merkit numeroilla korvataankin.
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